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Madame Halphen a confié les manuscrits laissés par son 
mari aux membres de la section de Géométrie de l'Académie 
des Sciences, en exprimant le désir que tout ce qui sem- 
blerait pouvoir être publié soit communiqué au monde 
mathématique. 

Nous remplissons ses intentions, et nous faisons paraître, 
avec le concours dévoué de M. Stieltjes, ces quelques pages, 
où l'illustre géomètre a laissé ses dernières pensées. 

Elles seront accueillies par les amis d'Halphen et les admi- 
rateurs de son talent avec les sentiments de tristesse et de 
regrets que nous laisse à jamais sa mort prématurée. 



NOTICE 



SUR 



G.-H. HALPHEN, 



Par m. E. PICARD. 



Il semble que l'on puisse aujourd'hui distinguer, chez les ma- 
thématiciens, deux tendances d'esprit différentes. Les uns se 
préoccupent principalement d'élargir le champ des notions con- 
nues; sans se soucier toujours des difficultés qu'ils laissent der- 
rière eux, ils ne craignent pas d'aller en avant et recherchent de 
nouveaux sujets d'études. Les autres préfèrent rester, pour l'ap- 
profondir davantage, dans le domaine de notions mieux élabo- 
rées; ils veulent en épuiser les conséquences, et s'efforcent de 
mettre en évidence dans la solution de chaque question les véri- 
tables éléments dont elle dépend. Ces deux directions de la pen- 
sée mathématique s'observent dans les différentes branches de la 
Science; on peut dire toutefois,, d'une manière générale, que la 
première tendance se rencontre le plus souvent dans les travaux 
qui touchent au Calcul intégral et à la théorie des fonctions; les 
travaux d'Algèbre moderne et de Géométrie analytique relèvent 
surtout de la seconde. C'est à celle-ci que se rattache principa- 
lement l'œuvre d'Halphen; ce profond mathématicien fut avant 
tout un algébriste. Les problèmes difficiles d'Algèbre et de Géo- 
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métrie énuméralive, par lesquels il débuta dans la Science, et oii 
une solution n'a de prix que si elle est complète et définitive, l'ha- 
bituèrent à creuser à fond les questions qu'il étudiait. On retrouve 
dans tous ses écrits le souci constant de ne rien laisser d'inachevé. 
Mettant à profit, avec un art consommé, le secours que peuvent 
se prêter les diverses parties des Mathématiques, il a su pousser 
jusqu'à leur dernier terme les solutions des problèmes qu'il s'est 
posés. Son œuvre, si parfaite, laissera dans la Science une trace 
durable. 

Georges-Henri Halphen naquit à Rouen, le 3o octobre i844î î' 
entra à l'École Polytechnique en 1862, et, à sa sortie en 1866 de 
l'École d'Application de Metz, fut envoyé comme lieutenant d'Ar- 
tillerie à Auxonne d'abord et ensuite à Strasbourg. Le premier 
travail mathématique que nous ayons à mentionner date de 1869: 
il est relatif à la recherche du nombre des droites communes à 
deux congruences. Halphen avait trouvé sa voie; nous allons le 
voir bientôt attaquer successivement, et avec plein succès, les pro- 
blèmes les plus difficiles relatifs à la théorie géométrique de l'éli- 
mination et à la théorie des courbes algébriques. Travaillant en 
silence, il s'était initié, pendant les années précédentes, aux mé- 
thodes del' Algèbre et de la Géométrie modernes. Dès cette époque, 
il était en possession de résultats de la plus haute importance, 
concernant les courbes gauches algébriques, et les communiquait 
très succinctement à l'Académie dans les premiers mois de 1870. 
Nous reparlerons de ce beau Mémoire, que d'autres productions 
d'Halphen égalent peut-être, mais certainement ne dépassent pas. 
Maintenant c'est sur un autre terrain que le lieutenant d'artillerie 
va déployer son énergie et montrer sa valeur. Il était à Besançon 
au mois de juillet 1870; après s'être occupé activement dé l'arme- 
ment de cette place, il arriva à Paris, très souffrant encore d'une 
chute de cheval qu'il venait de faire. Malgré l'avis de son médecin, 
il partit peu de jours après pour Mézières; employé d'abord à la 
défense de cette ville, il eut la chance de la quitter avant son in- 
vestissement complet, et alla retrouver au Nord l'armée du général 
Faidherbe. Là il prit part à la bataille de Pont-Noy elles, où il fut 



NOTICE SUR G. -H. HALPHEN. IX 

fait chevalier de la Légion d'honneur, puis aux batailles de Ba- 
paume et de Saint-Quentin. Il était nommé capitaine à la fin de 
cette campagne, dans laquelle il s'était signalé par des actions 
d'éclat, qui hii valurent l'honneur d'une citation dans le récit du 
général Faidherbe sur les opérations de l'armée du Nord. 

En 1872, Halphen se fixe à Paris, où il devient répétiteur à 
l'Ecole Polytechnique et reprend ses études scientifiques. De tous 
les travaux de cette partie de sa vie, ceux qui lui ont coûté le plus 
d'efforts sont relatifs à la théorie célèbre des caractéristiques. A 
la suite des recherches de M. de Jonquières et de Ghasles, l'étude 
des systèmes algébriques de coniques, dépendant d'un paramètre 
arbitraire, préoccupait vivement les géomètres. Ghasles avait, par 
induction, trouvé une loi générale faisant connaître le nombre des 
coniques satisfaisant à une condition donnée. Ce nombre se com- 
posait d'une somme de deux termes, chacun de ceux-ci étant un 
produit de deux facteurs, dont l'un dépendait seulement du sys- 
tème et l'autre de la condition. Halphen, en même temps que plu- 
sieurs autres géomètres éminents, s'efforça de démontrer la loi de 
Ghasles : il crut même en avoir trouvé une démonstration ; mais, 
bientôt après, s'apercevant d'une erreur dans ses raisonnements, 
il fut conduit à soupçonner que la loi était inexacte et reprit 
l'étude de la question. Après de longues recherches, il eut la satis- 
faction d'arriver à la solution complète par une méthode dont on 
ne peut trop louer l'originalité. On peut faire correspondre unifor- 
mément les coniques d'un système aux points d'une courbe algé- 
brique convenable ; de même, on fera correspondre à la condi- 
tion donnée une autre courbe algébrique. G'est la considération 
de ces deux lignes qui conduit Halphen au résultat cherché. En 
particulier, pour que l'énoncé de Ghasles soit exact, il faut et il 
suffit que l'une d'elles ne passe pas a l'origine des coordonnées. 
Il en sera toujours ainsi, si le système de coniques ne présente 
que des singularités ordinaires, c'est-à-dire des singularités qui 
existent nécessairement dans l'ensemble d'un système et de son 
corrélatif. Gette distinction entre les singularités ordinaires ou 
nécessaires et les singularités extraordinaires avait été pour Hal- 
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phen, au début de ses études, un trait de lumière. Elle lui était 
bien familière dans une autre théorie, dont il s^occupait en même 
temps, celle des courbes algébriques, à laquelle il consacra de 
nombreux Mémoires. 

Les points singuliers jouent dans l'étude des courbes algébri- 
ques un rôle considérable. Les principes pour la discussion d'une 
telle courbe dans le voisinage d'un point avaient été établis défi- 
nitivement par Puiseux. D'autre part, Riemann, dans sa théorie 
des fonctions abéiiennes, avait introduit la notion capitale du 
genre des courbes algébriques, et partagé celles-ci en différentes 
classes, deux courbes étant de la même classe quand elles se cor- 
respondent uniformément. L'illustre géomètre, qui aimait les 
grands horizons, avait peu insisté sur plus d'un point difficile, en 
particulier sur ce qui concerne les singularités élevées. Halphen 
donne une formule générale, applicable à tous les cas, pour la 
détermination du genre d'une courbe algébrique ^ puis, passant à 
l'étude des courbes d'une même classe, il approfondit une proposi- 
tion remarquable donnée par M. Nœthçr, d'après laquelle on peut 
trouver dans toute classe des courbes n'ayant que des singularités 
ordinaires. Le savant géomètre allemand employait pour cette 
transformation une succession de substitutions quadratiques; 
Halphen veut trouver une transformée ayant avec la courbe ini- 
tiale des rapports géométriques simples; il y réussit de deux ma- 
nières différentes. Dans une première solution, il établit que toute 
courbe plane algébrique est la perspective d'une courbe gauche 
n'ayant qu'un point singulier, et telle qu'en ce point toutes les 
branches aient des tangentes distincte;^; faisant alors la perspec- 
tive de cette courbe gauche d'un point de vue arbitraire, il obtient 
la transformée cherchée. La seconde solution se rattache à l'étude 
d'une série de courbes analogues aux développées, dans laquelle 
apparaissent dans tout leur éclat la science profonde et le remar- 
quable talent de notre auteur. Prenant une conique arbitraire 
dans le plan de la courbe à transformer, il considère en chaque 
point de celle-ci sa tangente et la polaire du point par rapport à 
la conique; le lieu de l'intersection de ces deux droites donne une 
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transformée uniforme de la courbe. Halphen établit qu'après avoir 
répété un nombre fini de fois cette transformation on arrivera à 
une courbe n'ayant plus que des points singuliers ordinaires ; 
puis il démontre ce théorème si curieux et si caché, qu'à partir 
d'un certain rang les degrés et les classes des transformées pré- 
cédentes forment deux progressions arithmétiques de même rai- 
son. Ce beau résultat comprend, comme cas particulier, cette 
étonnante propriété des développées successives des courbes 
algébriques, dont les degrés et les classes sont, à partir d'un cer- 
tain rang, en progression arithmétique. 

Ces travaux approfondis sur la théorie des courbes permirent 
à Halphen de reprendre ses études sur l'élimination. La recherche 
des points d'une courbe algébrique, qui satisfont à une condition 
exprimée par une équation différentielle algébrique donnée, se 
présente en Géométrie dans divers cas particuliers, par exemple 
dans la recherche des points d'inflexion. La question méritait 
d'être abordée dans toute sa généralité. Halphen se place au même 
point de vue que dans la théorie des caractéristiques, c'est-à-dire 
cherche à mettre en évidence les éléments relatifs à la courbe et 
les éléments dépendant de la condition, qui est ici l'équation dif- 
férentielle. Pour les équations du premier ordre, la solution est 
de même forme que dans le cas classique des caractéristiques: 
pour celles du second ordre, on a encore une formule analogue, 
mais renfermant trois termes au lieu de deux. La généralisation 
semble immédiate, mais l'analogie tromperait étrangement ; pour 
les équations d'ordre supérieur, on ne peut plus, d'une manière 
générale, fixer de limite pour le nombre des termes. C'est là 
un résultat dont l'intérêt philosophique est très grand; il montre, 
avec la dernière évidence, que les singularités élevées des courbes 
algébriques ne peuvent avoir pour équivalents, dans toute question, 
un nombre déterminé de singularités ordinaires indépendant à la 
fois de cette question et de la courbe que l'on étudie. Bientôt 
après, ces difficiles recherches sont étendues aux courbes gauches, 
et, dans quelques cas particuliers, aux surfaces algébriques. 

Dans un des Mémoires précédents, Halphen avait rencontré des 
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équalions différentielles restant inaltérées par une transformation 
homographique quelconque. Ce nouveau genre d'invariance excita 
son intérêt^ il réussit à former toutes les équations jouissant de 
cette propriété et présenta ce travail comme Thèse, en 1870, 
sous le titre di Invariants différentiels. L'équation différentielle 
des lignes droites et celle des coniques donnaient immédiatement 
deux exemples d'invariants. La découverte d'un invariant du sep- 
tième ordre, amenée par les considérations géométriques les plus 
ingénieuses, permit à Halphen de développer la théorie générale, 
qu'il étendit ensuite aux courbes gauches. 

Ces résultats, si intéressants en eux-mêmes, allaient permettre 
à leur auteur d'aborder une importante question de Calcul inté- 
gral. Dans deux Notes mémorables, Laguerre venait d'appeler 
l'attention des géomètres sur les invariants des équations diff*éren- 
tielles linéaires. Halphen voit de suite le rapport qu'il y a entre 
ses recherches antérieures et la notion nouvelle introduite par La- 
guerre; ainsi assuré, en quelque sorte a priori^ de la possibilité 
d'édifier une théorie complète des iuvariants des équations li- 
néaires, il s'attaque à ce nouveau problème et en approfondit tous 
les détails. Le nombre des invariants absolus distincts d'une équa- 
tion linéaire est inférieur de deux unités à son ordre 5 on peut les 
obtenir d'une manière régulière, en ramenant l'équation à une 
forme canonique, forme dont l'introduction dans cette question, 
comme dans certaines théories algébriques parallèles, est bien 
digne de remarque. Halphen montra l'intérêt de ses recherches au 
point de vue du Calcul intégral, en apprenant à reconnaître si une 
équation différentielle linéaire est susceptible d'être ramenée à 
certains types connus déjà intégrés, au moyen d'un changement 
de variable et de fonction qui n'altère pas sa forme. On comprend 
que les relations entre les invariants absolus doivent jouer, dans 
une telle question, un rôle capital; c'est, en effet, de la nature de 
ces relations qu'Halphen déduisit la solution du beau problème 
qu'il s'était posé. L'Académie avait proposé, comme sujet du 
grand prix des Sciences mathématiques pour 1880, de perfection- 
ner la théorie des équations différentielles linéaires; le prix fut 
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décerné au Mémoire Sur la réduction des équations linéaires 
aux /ormes intégrables. 

Bientôt après, Halphen remportait un nouveau succès acadé- 
mique. L'Académie des Sciences de Berlin avait mis au concours, 
pour le prix Steiner de 1882, la solution d'une question impor- 
tante concernant les courbes gauches algébriques. Halphen, nous 
l'avons dit, possédait, dès 1870, d'importants résultats sur cette 
théorie; ce lui fut l'occasion de reprendre son travail qui n'avait 
pas été publié et de le compléter. Il l'envoya au concours et re- 
çut le prix, qui fut doublé, en même temps que M. Nœther. Cet 
admirable Mémoire me paraît l'œuvre la plus profonde d'Halphen. 
Il a réussi à énumérer et à classer en diverses familles les courbes 
d'un même degré. Dans la théorie si difficile des courbes gau- 
ches algébriques, c'est sur l'extension des formules de Plùcker 
qu'avaient d'abord porté les efforts des géomètres; elle fut obte- 
nue, il y a longtemps déjà, par M. Cayley, et complétée par M. Sal- 
mon. Dans ces formules s'introduisent, outre le degré, certains 
nombres entiers relatifs à la courbe considérée ; mais ceux-ci ne 
suffisent pas, en général, à distinguer une famille de courbes. 
Parmi eux, il en est un d'une importance extrême ; c'est le nombre 
des points doubles apparents. Pour une courbe d'un degré donné, 
ce nombre a une limite supérieure, facile à obtenir. Bien autre- 
ment cachée était la limite inférieure; Halphen réussit à trouver 
la limite véritable, c'est-à-dire celle qui peut être effectivement at- 
teinte, et démontre ce résultat si saillant que les courbes corres- 
pondantes sont situées sur des surfaces du second degré. La clas- 
sification repose sur la considération de l'ordre minimum d'une 
surface algébrique passant par la courbe gauche; pour l'obtenir, 
Halphen introduit différentes fonctions numériques du degré de 
la courbe, dont les valeurs sont comprises entre le maximum et le 
minimum que nous venons de signaler, et l'ordre cherché dépend 
de la place qu'occupe dans celte suite le nombre des points dou- 
bles apparents. Les méthodes générales sont appliquées à la clas- 
sification complète de courbes jusqu'au vingtième degré, et à celle 
des courbes de degré cent vingt. 
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J(* ne puis parcourir l'œuvre entière d'IIalplien ; à côté de 
ces éludes de longue haleine, dont nous avons essayé de donner 
une idée, nous pourrions citer d'autres Mémoires de moindre 
étendue, où nous retrouverions une pensée originale. Mention- 
nons au moins un travail sur la théorie des séries, qui renferme 
des résultats inattendus; une série très générale, procédant sui- 
vant certains polynômes entiers, dont chacun est la dérivée du 
suivant, et qui semble susceptible de représenter des fonctions 
très variées, ne peut au contraire être employée que pour le dé- 
veloppement de fonctions entières, jouissant elles-mêmes d'un 
caractère très spécial. De tels résultats, si négatifs qu'ils soient, 
sont d'un grand intérêt; ils nous montrent une fois de plus avec 
quelle prudence on doit procéder dans l'emploi de nouveaux 
modes de développement des fonctions. Ces constatations ont 
d'ailleurs leur mélancolie, car elles peuvent inquiéter pour plus 
d'un développement, usité dans les applications, et dont la légi- 
timité est pour le moins douteuse. 

Ces travaux considérables avaient placé Halphen parmi les 
géomètres les plus éminents de l'Europe. Le i5 mars 1886, l'Aca- 
démie des Sciences, dont il avait été trois fois le lauréat, le dési- 
gnait, à la presque unanimité des suffrages, pour remplir la place 
vacante, dans la Section de Géométrie, par le décès de M. Bou- 
quet. Halphen était chef d'escadron depuis le 1 3 juillet 1884, et 
il avait, peu de temps auparavant, été nommé examinateur d'ad- 
mission à l'Ecole Polytechnique. Dans ces concours, où sont en 
présence de si sérieux intérêts, ce n'est pas une tâche facile que 
d'exprimer, par un nombre, son opinion sur la valeur d'un can- 
didat. Jugeant de ce qu'il sait, on voudrait aussi apprécier l'effort 
intellectuel dont il sera plus tard capable; difficulté d'autant plus 
grande qu'une préparation excellente, mais ayant quelquefois 
cherché à tout prévoir, peut provoquer l'illusion. Dans ses nou- 
velles fonctions, Halphen montra, dès le début, beaucoup de pe*- 
nétration. Enchaînant ses questions avec une grande habileté il 

parcourait sans effort le cycle entier du programme et il a laissé le 
souvenir d'un examinateur incomparable. 
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Tous ceux qui ont approché Halphen ont apprécié ce carac- 
tère noble et loyal, que blessait et irritait la moindre injustice. 
Quand l'intérêt de la Science lui paraissait en jeu, il exprimait 
sans réserves son opinion. Bienveillant pour les travaux qu'il 
avait à juger, quand il croyait y trouver une idée, il aimait 
peu les généralisations faciles, qui, disait-il, encombrent la 
Science. 

Au mois d'octobre 1886, Halphen voulut reprendre dans 
l'armée un service actif, et fut chargé du commandement de 
batteries au 11® régiment, à Versailles. C'était une lourde tâche 
• qui venait s'ajouter à TefTort considérable que lui demandait en 
ce moment même la préparation de son Traité sur les fonctions 
elliptiques. 

On ne peut parler sans tristesse de cette Œuvre, interrom- 
pue par une impitoyable fatalité, où l'auteur s'était proposé de 
développer la théorie des fonctions elliptiques sous la forme qui 
lui paraissait la plus avantageuse pour les applications, et en 
même temps de donner de celles-ci un tableau complet. Halphen 
était depuis longtemps familier avec cette théorie. Ses recherches 
sur les équations différentielles linéaires avaient principalement 
porté autrefois sur les équations à coefficients doublement pério- 
diques-, plus récemment un Mémoire sur une courbe élastique 
l'avait forcé à faire une discussion approfondie des divers cas 
qui peuvent se présenter dans le problème de Tin version. Les 
deux premiers Volumes seuls ont paru : le premier est consa- 
cré à la théorie générale, le second traite des applications à la 
Mécanique, à la Géométrie et au Calcul intégral. Ils exerceront 
une grande influence sur cette importante branche de la Science. 
Les questions traitées trouvent là leur solution définitive. Les 
transcendantes elliptiques y sont maniées avec la même aisance 
que les fonctions circulaires dans d'autres sujets plus élémen- 
taires ; les formules de cette autre Trigonométrie sont certes 
plus complexes, mais cette complication, tenant à la nature des 
choses, semble réduite autant qu'il est possible. 

Le troisième Volume devait traiter des applications algé- 
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briques et arithmétiques; c'eût été, sans aucun doute, la partie 
maîtresse de ce bel Ouvrage. C'est là que se serait déployé dans 
tout son éclat le talent d^Halphen, rompu aux problèmes les plas 
abstraits de l'Algèbre. Après de laborieux efforts, ce puissant 
esprit avait enfin triomphé des difficultés énormes que présentait 
un tel sujet, et il allait se mettre à la rédaction définitive. Le 
temps ne devait pas lui être donné pour achever son œuvre. Le 
21 mai dernier, il était enlevé à l'affection des siens, après une 
courte maladie, à l'âge de quarante-quatre ans. Ce fut un deuil 
cruel pour la Science française, dont il était un des plus éminents 
représentants, et aussi pour notre armée, qui perdit en lui un offi- 
cier supérieur du plus grand avenir. Tous les amis d'Halphen gar- 
deront le souvenir de cet homme de cœur, qui mourut avant 
l'heure en travaillant noblement pour la Science et pour son pays. 
Sa vie trop courte aura du moins été bien remplie, il laisse un 
nom et une œuvre qui ne périront point. 
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CHAPITRE I. 



Division des périodes par 5.— Résolution de l'équation du cinquième degré 

par les fonctions elliptiques. 



Préambule. 

Le problème de la division des périodes consiste dans la re- 
clierche des valeurs que prennent les fonctions elliptiques quand 
l'argument est commensurable avec une période. Soit u un tel 
argument; il existe un nombre entier n, tel que le produit nu 
soit une période : la recherche des fonctions elliptiques, ayant 
u pour argument, constitue le problème de la division par n. 

Nous avons, dès le début, résolu le problème de la division 
par 2 et par 4» Jl se résout par radicaux, c'est-à-dire que les 
fonctions elliptiques correspondantes s'expriment explicitement, 
au moyen de formules contenant des radicaux, en fonction des in- 
variants. En effet, l'équation du troisième degré 

de laquelle dépend la division par 2, et dont les racines sont les 

m. j 
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trois quantités e^^ se résout par radicaux. Puis, dans la division 
par 4j on a obtenu (t. I, p. 54) des formules explicites contenant 
des radicaux carrés sous lesquels figurent ces quantités e^. 

Le problème de la division par 3 se résout encore par radicaux. 
Les fonctions p ayant pour arguments des tiers de périodes sont 
les racines d'une équation i^^ = o, du quatrième degré (t. I, p. 96), 
résoluble par radicaux. 

L'addition des tiers de période avec des demi-périodes ou des 
quarts de période fournit, encore par radicaux, la solution du 
problème de la division par 6 ou par 12. Comme, de plus, la for- 
mule de duplication montre que la division d'un argument quel- 
conque par 2 dépend d'une équation du quatrième degré, il est 
clair que l'on peut exprimer par radicaux les fonctions elliptiques 
relatives à la division par 3.2™. 

Pour les autres divisions, le problème se présente sous une 
forme bien plus compliquée. La division des périodes par n dé- 
pend de l'équation '\n= Oj dont le degré est \{n^ — i), quand n 
est impair. Pour la division par 5, c'est déjà le douzième degré. 
A la vérité, la résolution par radicaux est impossible, sauf en des 
cas particuliers. Mais l'équation ifn=^o est loin d'être l'équation 
la plus simple à laquelle se ramène le problème, sauf pour n = '2. 
ou Al = 3. Quand n est un nombre premier, c'est à une équation 
de degré (n -f- 1) que l'on est conduit : de cette équation découle 
toute une grande théorie, celle de la transformation , objet prin- 
cipal de ce Volume. 

Avant d'aborder les considérations générales de cette théorie, 
nous allons traiter, par les moyens les plus élémentaires, le pro- 
blème de la division par 5, avec la belle théorie qui s'y rattache, 
la résolution de l'équation du cinquième degré. Ce sera l'objet de 
ce Chapitre. La division par 7, traitée de même, fournira la ma- 
tière du Chapitre suivant. 

Équation du sixième deg^ô pour la division par 5. 

Soit 20) une période quelconque, et posons 

20) , Ad 

a=p-, b=p^, 
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Les deux relatioDS 

9. (54^ 4^20) 

conduisent, par le théorème d'addition, aux deux égalités 

d'où l'on conclut 

3(rt -4- 6)(a — 6)2 = ^ (cpa -i- oô), 

Soient 

a-\-b = x^ ab = y» 

Les deux équations, qu'on vient d'obtenir et qui sont symé- 
triques en a et 6, se changent en les suivantes : 

\ ^oo{x'^— ^y) = ^{x^—Zxy) — g2X — igz, 
\ i6(2a72H-j^)(:r2—4j.) = [4(072-7) -^2]2 

ou bien 

(3) 6a7jK=a73-hi^2^-t-^3, 

En substituant, dans cette dernière, la valeur de y tirée de la 
précédente, on obtient, pour x^ l'équation 

(4) ^6— 5^2^* — 40 ^3^^— 5^1372—8^2^3^ — 5^1 = O. 

Cette équation, du sixième degré, étant censée résolue, on aura, 
pour chaque racine x^ la quantité y par la première égalité (3), 
puis a et 6 comme racines de l'équation 

(5) «2 rjpfj^_J^ y — Q^ 

C'est ainsi que les douze solutions de l'équation ijig = o se par- 
tagent en six couples, dont chacun dépend de deux équations, 
l'une du sixième degré, l'autre du second. A peine est-il besoin 
d'observer que l'élimination de :r et jk entre les équations (3,5) 
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mènerait à l'équalioin{;5 = o, où p m serait remplacé par la lettre a. 
On peut écrire l'équation (4) sous la forme symbolique très 
curieuse que voici : 

(6) (ar — ioA)(rr-t- •2A)'= o, 

en convenant que, après le développement, on remplacera les 
puissances de A par les quantités ci-après : 

On doit, dans cette convention, remarquer que, les symboles 
de A2 et A' une fois choisis, ceux de A^ et A^ sont, par là, fixés si 
l'on veut que ces symboles deviennent des valeurs effectives 
quand le même fait a lieu pour A' et A^. Mais celte condition 
unique ne détermine pas le symbole de A" ; elle serait effective- 
ment remplie si Ton prenait, pour A^, 

X étant arbitraire. En effet, les symboles de A^ et A^ sont des va- 
leurs effectives quand on a 

Cette forme symbolique (6) devient donc effective quand les 
fonctions elliptiques dégénèrent par l'évanouissement du discri- 
minant. Ainsi, au cas A = o, A est une quantité effective, et l'équa- 
tion (6) a une racine égale à loA, plus une racine quintuple 
égale à — raA. A celte dernière, suivant les égalités (3, 5), 
correspond r = A', puis a = b =: — A. A la racine simple corres- 
pond jv'= -^5A2, puis 

/ (r 

a, b = A [5 zh "7= 

Ces deux quantités, a et 6, égales aux deux suivantes 

— A / I \ > — A / £ ~ 
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sont conformes à ce que l'on doit efTectivement trouver pour des 
fonctions elliptiques dégénérées (t. I, p. 2^), dont les arguments 
ont des valeurs finies. Quant aux dix autres quantités, toutes 
égales à — A, il est très facile de trouver leur signification. Pour 
éviter une redite, nous renvoyons le lecteur à un Chapitre ulté- 
rieur, où cette considération sera présentée sous une forme gé- 
nérale. 

Autre équation pour la division par 5. 

En prenant, pour inconnue, (a — bY au lieu de x. on obtient 
une transformée dont on verra plus tard l'importanco. Soit donc 

{a — bY = x^—^y = t. 

Par les équations (2), nous avons 
(8) ^xt^x^ — g^x — ig^, 

De là se concluent aisément deux équations du second degré 
en Xy 

3(^2 — t)x^ -1- 18^3^ + (^2 - 0' + 4 ^2 = o, 

Soient a, j3, y et a', p\ ^ les coefficients de ces deux équa- 
tions; on a 

i(Pa'-a?') = 27^1 -4- (^2- 0(^2-^2^-^!), 

i(?ï'-TP') =- 4^5 ^(^-^2)(5^3_2^2^2~ 4^1 ^-3^1-27^1). 

Dans le résultant (ay' — ya')* h- (,8a'— a^') ( py'— y?') apparaît 
le facteur (^ — ^2)- Ce facteur supprimé, on obtient un résultat 
remarquable par sa simplicité : 

(9) 5^6 — 12^2^^H-10A<3 4_^2 = 0. 

Parmi les diverses expressions de x en fonction de ^, remar- 
quons celle-ci : 
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Soit ^{t) le premier membre (9) et DO le résultat de l'opé- 
ration D (t. I, p. 294)? appliquée à ce premier membre, où l'on 
considérerait t comme une constante, en sorte que, DA étant 
nul (t. 1, p. 3oi ), on a 

On obtient D^ par Tégalité 



d'où résulte 



^m^ p.4^3^' 



' t^ — 'iffit^-^^ 



et, par conséquent, 

On verra plus loin la généralisation de cette formule. 

L'égalité (10) fournit, sous une forme remarquablement simple, 
l'expression du discriminant de l'équation en t. Après l'avoir 
écrite comme il suit 



X = 



*'(0 



que l'on y remplace successivement x par chacune des cinq autres 
racines et que l'on multiplie, membre à membre, les cinq égalités 
analogues, on a 



na? = 



U<P\t) 



Les produits IIj: et II(^) sont formés parles derniers coefficients 
des équations (4) et (9). Quant à II<Ï>'(^), c'est le produit des 
carrés des différences des racines t, changé de signe, et multiplié 
par 5^. On en conclut, pour ce produit ou discriminant, l'expres- 
sion 

A propos de l'équation (4), voici quelques transformations, 
qui semblent fort intéressantes, sans être cependant utiles pour 
la suite de notre analyse. 
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Quand, le discriminant étant nul, les symboles (7) deviennent 
des valeurs effectives, les trois quantités e» deviennent, l'une 2 A, 
les deux autres — A, et Ton a 

Cot= 2A, 60= 6^= A, 

Considérons le trinôme du second degré 

(i3) ?a(a?) = (^-2ea)2-4(3ej— 1^2). 

Ses racines, quand le discriminant est nul, sont donc loA et 
— 2 A. Les deux trinômes analogues ^q et cpy ont, en même temps, 
chacun, la racine double — 2 A. 

D'autre part, le produit de ces trois trinômes est un polynôme 
à coefficients entiers en g2 et g^. Ce polynôme, quand le discri- 
minant est nul, a, aussi bien que le polynôme (4), la racine 
simple loA et la racine quintuple — 2 A. Ces deux polynômes 
diffèrent donc seulement par un terme lA, où X est une constante, 
que nous allons vérifier être égale à l'unité, en sorte que l'équa- 
tion (4) peut s'écrire sous la forme 

(i4) ?a?p?Y=A. 

Pour vérifier cette valeur de la constante numérique )., il suffît 
d'observer que l'on a 

n(^2- 84)= ^1-32^1, 
en sorte que, dans l'équation (i4)) le terme constant est 

comme dans l'équation initiale (4). 

Cette forme (i4) a été trouvée par M. Brioschi en suivant une 
voie différente que nous allons montrer aussi. Au Chapitre IX du 
Tome II (p. 36i), nous avons eu déjà l'occasion de considérer le 
polynôme 
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comme un polynôme du quatrième degré et d'envisager, à ce pomt 
de vue, son hessien, 

U{x) = --[x^-^ \ gtx^-^ 'y.gzx -4- rë ^2 )• 

Nous avons considéré aussi, sans le calculer, un autre poly- 
nôme ï, savoir 



-•5) T(^^=iri?-"5?^ 



Le calcul effectif donne 

-^T(x)^-^X^-5gîX'^-9.Og3X^-lglx^-gtg30P-+- r6^2~2^1. 

On en conclut 

— 2«T(iiF) r^ x^— 5giX'^— ^ogzx^— 5glx^— SgigzX -^ gl — 32^1- 

Par comparaison avec l'équation (4), on en conclut que cette 
équation peut s'écrire ainsi 

(i6) '?^T{{x)-^^ = o. 

D'autre part, on a vu aussi (t. II, p. 362) que la quantité 

I U(z)'^(x)—U(x)W(z) 
4 a? — z 

est le produit de trois facteurs doublement linéaires, 

(x - eoL)(z — ea) — (ea— e^){ea— Cy), 
Ces facteurs, quand on suppose z = x^ deviennent 

(cc — eay — (eoL—e^)(eo^—ey)=(x — eaLy — {3el—^gz)={^ai('^x), 

en sorte que Ton a, par comparaison de la fonction (17) avec la 
définition (i5) de T, 

— i^T{x)= cpa(2a:)cpp(2^)cpy(2a7). 
Par conséquent, l'équation (16) n'est autre que celle-ci 

c'est-à-dire l'équation (i4) déjà trouvée autrement. 
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L'analyse de M. Brioschi ne s'arrête point là. Suivons encore 
ce célèbre géomètre pour trouver, par un calcul direct, une trans- 
formation importante de l'équation (i4)- D'après la définition (i3) 

et la relation 

^a+ e^-i-ey= o, 

on a immédiatement 

Abrégeons l'écriture en posant 

(«a— «p)(«a— «r)= 3eJ— 1^2= £«, a? — 26»= '^U- 
Nous avons ainsi 

4 ?a— ça — Sfli, 

4 ?p ^ 4 ?a-+- 2ea-4- 2(ea— e^)loL = |a-<- ea-+- 2(ea— «p)$a, 

i ?Y = T ?a-^ 2ea-+- 2(ea— «y)?a= ?aH- ^ol-^ 2(ea— eY)?a, 

et l'équation (i4) devient, les indices a étant supprimés, 

u_^_ 6eÇ5-+. Se?*— 5 e2$2— 6ee2$ — s^ =, 1 a. 
On a, d'autre part, 

e'+7e^-sn(^a-^p)(^a--^y)+T(ep-^y)*] 
= £n3eâ-4-^2+i(^p-ey)^]. 



Mais 



d'où 



— "4 ^2= «a«ft-+-^a«y-T-^fi^y = — ^aH- ^p^yj 

— i ^2 - i («p— «y)* = - «a-i- i (e^H- ey)2 = — J 4, 






lO TROISIÈME PARTIE. — FRAGMENTS. 

et l'on déduit 

Sur le cas particulier ^3 = 0. 
Quand gi est nul, l'équation (4) a deux racines nulles. Soient 

on a, relativement à ces deux racines, d'après les équations (3) 

et (4), 

5X2-i-8X-T-5 = o, 6Y= --h~, 

1, A. 



(18) 






Quant aux autres racines, en posant x^ = g-i^^ on a 

avec les deux signes ambigus en coïncidence. On en déduit 

^-±i*/5(v/5±i)v/^, 
les deux signes =b étant, cette fois, indépendants l'un de l'autre. 

Relations entre les six racines. 

Soient X et Xq deux racines quelconques de l'équation (4), 
considérée dans le cas général; soient a, b et «o? ^o? l^s quanti- 
tés qui correspondent à ces racines. 

Par le théorème d'addition, on a de nouvelles quantités a^ et ô, , 
correspondant à une nouvelle racine x^ , au moyen des formules 



2 



I /^ y/yg — v/cpao\ 

(20) \ — 

_ I /\/cp6 — s/^b^X 



2 



^> -+- 60 -+- ^>i = - 



b-b. 



y 
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et l'on en déduit 

Cette équation donne Xt en fonction de x et ^o> mais avec plu- 
sieurs déterminations. Par exemple, x étant donné, on peut inter- 
vertir a et è; on peut aussi changer les signes de y/ça et de y/cp6. 
A cet égard, on doit observer que les équations (i) donnent 

(22) /cpav/cp6=(a — 6)3, 



en sorte que, ayant choisi a, b et le signe de v/?^> ^^ ^'^ plus à 

choisir le signe de yçï. L'indétermination qui subsiste, après le 
choix de ^, donne donc lieu à quatre valeurs pour Xi, Mais, 
d'autre part, l'échange simultané de a et de è et de «o et de èo, 

comme aussi l'échange simultané des signes de y^cpa et de y/cpaoj 
n'altère point ^|. Il y a donc, en tout, pour Xt^ quatre valeurs 
seulement, et la formule (21) donne, en fonction de x et^o^ ^^^ 
quelconque des quatre autres racines de l'équation (4)- 

Supposons choisis a, è, «o? ^0 et les signes des radicaux, dans 
la formule (21), qui détermine ainsi ^^. Associons à Xi une autre 

racine ^4, en changeant les signes de y/cp^o et dey/cpèo- Nous 
aurons ainsi 



_ I /^ y/cpq-f- \/'- oaoY _^ 1 /^ v/?^ + v/y^o 



4\a — ao/ 4\» — c>o 
d'où résulte 



(24) 2(a7H-a7o)-^a7iH-a74= - ;;? \i-^- 



2 (a — ao)* 2 (6 — 60)2 

Échangeons a et b dans l'égalité (20) et, en même temps, 

d'après (22), remplaçons y/cpa par y/cp6 et y/cp6 par — y^cpa. Nous 

définirons une racine X2, En échangeant ensuite les signes de y^cp^o 

et de sffbQ, nous définirons la dernière racine x^ et nous aurons, 
semblablement à l'égalité (24), celle-ci : 

,^. , . icp6-4-oao icpa^-cp6o 

2(6— «o)^ '^ (a — boY 
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Les seconds membres (24, aS) sont rationnels en a, 6, a©? ^oj 
leur somme, symétrique en a et 6, aussi bien qu'en a© et 6o> est 
rationnellement exprimable en ^ et x^, 11 en est de même pour la 
somme de leurs carrés, et, par conséquent, la quantité ci-après 

est une fonction rationnelle de x et de ^o« 

Existence d'une résolvante du cinquième degré. 

Cette fonction ^o? que l'on vient de reconnaître comme ration- 
nelle en X et ^0» possède une propriété bien remarquable : elle 
ne change point si l'on y remplace x et Xçs par x^ et ^4 ou par 
x^ et •3?3 \ 

(27) -so = ^(a:-, a-o) = ^(^1, a?*) = ^(372,0:3). 

Nous allons en fournir la preuve. Désignons par aw ou 2to'les 
deux périodes quelconques qui, dans a et 6 ou dans «o et 60? sont 
respectivement divisées par 5. Soient, en d'autres termes, 

a = p|a), 6 = p|a), /c^ = p' f w , /? ^ = p' ï ^ ; 

«o=p|w', 6o=p|(o', v/?«o=p'|<^'> /^^o = p'|w'. 

D'après les égalités (20) les arguments de a< et de h^ sont 

I ((0 -f- (*)') et I (co "f- co'). Pour obtenir ^4, on a changé les signes 

de ^^açs et de ycp^oî les arguments de «4 et de 64 sont donc 
|(a>-co')el|(a>-(o'). 

Opérons sur ^r» et sur Xi^^ comme on l'a fait sur x et x^ pour 
trouver x^ et ^4 ; on obtient, pour un premier couple (a, 6), les 
arguments -|to et fw^ — |o>: ce sont donc les deux quantités 
6 et a que l'on retrouve, c'est-à-dire la racine x que l'on obtient. 
Pour un second couple, les arguments sont | co' et | w' ^ — | ^' > 
on retrouve donc 60 et <2o, c'est-à-dire la racine x^. 

En opérant ensuite sur x^ et Xi^ comme on Ta fait sur x et Xq 
pour obtenir x^ et ^3, on retrouve nécessairement ^2 et x^^ puis- 
qu'il n'existe point d'autres nouvelles racines. 

Pour obtenir 0:2 et ^3, nous avons, dans l'opération qui avait 
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fourni Xt et ^4, échangé a et 6 en remplaçant y/cpa par \/(fb^ et 

y/cp b par — y/cpa. Ceci revient à remplacer l'argument de a par celui 
de b et celui de b par l'argument de a, changé de signe. Les argu- 
ments de «2 et de 62 sont donc 

|(2(o-+-w') et |(— wH- 2(o') = 1(20) -f- w'); 

ceux de a^ et de èj en diffèrent par le signe placé devant w'. 

En faisant la première opération sur le couple (^2? ^z) } on 
obtient les arguments |a> et ^w ou, ce qui revient au même, 
— I to et — I co, pour un des couples (a, 6) : on retrouve donc la 
racine ûo. De même, le second couple (a, b) donne la racine Xq. 
Ainsi, par la première opération faite sur X2 et 0:3, on retrouve 
le couple X et Xq ', par la seconde on obtient donc le couple 
Xt et x^. 

Ainsi se trouve établie la propriété (27). 

Ayant associé à une racine x une autre racine quelconque Xq^ 
on crée, du même coup, deux autres couples analogues (xi,Xji) 
et (^2î ^3)? et la fonction ^oj symétrique par rapport à ces trois 
couples, comme aussi par rapport aux deux éléments d'un même 
couple, est rationnelle relativement à ces éléments. 

En associant, à la même racine x^ une autre racine x^, on 
créera d'autres couples, dont aucun, évidemment, ne peut coïn- 
cider avec un des précédents. Il y correspond une fonction z^, 
analogue à Zq^ ayant les mêmes propriétés. 

Prenant successivement pour l'indice (jl, les valeurs o, i, 2, 3,4? 
on obtient cinq fonctions z^ : chacune d'elles correspond à trois 
couples. Les quinze couples que peuvent former six quantités, 
associées deux à deux, sont ainsi reproduits. 

La somme des cinq quantités z est manifestement une fonction 
symétrique des six racines, la somme de leurs produits deux à 
deux. Mais la même propriété a lieu aussi pour toute somme de 
puissances semblables de ces mêmes cinq quantités. Effective- 
ment on a, par exemple, 

fonction symétrique des trois couples et des deux lettres de 
chaque couple. 
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La somme Sw[[ est donc symétrique par rapport aux. quinze 
couples et finalement par rapport aux six racines. 

En conséquence , les (/uantités z^ sont les racines dune 
éfjuation du cinquième degré, dont les coefficients (symétri- 
ques par rapport aux racines Xm) sont rationnels par rapport 
à gi et g^. 

Cette proposition a son analogue dans la division par 7 et par 
1 1 , comme on verra dans le Chapitre II ; elle est due à Galois. 

La composition des deux couples qui s'associent à xx^ est fa- 
cile à trouver. On a généralement 

chaque indice étant remplacé par le reste de la division de cet 
indice par 5. 

Cette loi se vérifie immédiatement par la considération des 
arguments. 

En efl'ct, les arguments choisis précédemment peuvent être 
résumés ainsi : l'argument de a^ est, au signe près, égal à 
I (co'-H [Jiw), comme on voit en négligeant les multiples des pé- 
riodes. Changer x^ en x^^ c'est donc remplacer w' par ci>' -j- [xw; 
par conséquent, c'est ajouter )x à chaque indice des quantités x. 

Calcul de la résolvante. 

C'est en vertu des relations entre les racines x que les fonc- 
tions symétriques des quantités z^ sont rationnelles. Toutefois, 
la somme et la somme des carrés sont symétriques, quelles que 
soient les racines x. Pour cette raison, ces deux sommes se cal- 
culent très facilement. 

On a d'abord 

puis 

zl — x^xl -hxlxl H-^|iP|-h :ixxoXiX2X3Xi, ( 1 ! —) 

et, psir conséquent. 



^z"^ =--^a:\x) -^ixx^x^x^x^x^'^^ =5^ 



2 
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De là résultent les premiers termes de l'équation en z : 
(29) z^-T- S^^z'' -h 10 glz^ -}-... = o. 

C'est cette équation qu'il s'agit d'obtenir complètement, et nous 
observerons d'abord que tous ses coefficients sont, non seulement 
rationnels, mais entiers en g2 et g^- Les z sont, en effet, des 
fonctions entières des racines .r, et l'équation en x, dont le pre- 
mier coefficient est l'unité, a pour coefficients des fonctions 
entières. Il en résulte que les z ne deviennent infinis pour aucune 
valeur finie de g2 et g^ ; ce sont, comme on dit parfois, des fonc- 
tions algébriques entières, exprimant par cette locution que les 
coefficients sont entiers, le premier d'entre eux étant l'unité. 

Quand le discriminant A s'évanouit, on a vu que cinq racines x 
sont égales à — 2A; la sixième est égale à loA. Quel que soit 
rindice (jl, on a, en ce cas, suivant (28), 

Le premier membre de l'équation en z se réduit alors à {z-\- g^Y- 
A cause de l'homogénéité, on voit donc que l'équation a, en gé- 
néral, la forme ci-après : 

dans laquelle cl, p, y sont numériques, ce qui est d'accord avec la 
forme (29), trouvée déjà pour les premiers termes. 

En prenant le cas particulier ^3 == o , on devra trouver 
l'équation 

• 

Pour déterminer les trois coefficients, il suffira donc de faire le 
calcul effectif dans ce cas particulier. 

On a vu que, dans ce cas, deux racines x sont nulles ; prenons- 
les pour^ et^o« Les quatre autres racines sont ± sjgli et dz y/^j, ^ , 
Ç et $' étant elles-mêmes les racines de l'équation du second de- 
gré (19). Les quatre quantités a, b^a^^ b^ sont contenues dans 
une seule formule (18) où l'on doit prendre les diverses combi- 
naisons de deux doubles signes. Prenons a et «o conjugués; b et 
éo le sont aussi : Xx et X;^ sont donc des quantités réelles, suivant 
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les formules (21, 23). Elles répondent donc à une même quan- 
tité i ou Ç'^ X2 et X'i répondent à l'autre. En conséquence, on a 

(3o) jso = -a-h^')gi=-5gi, 



tandis que, pour les autres indices, Zm est égal k ± g2 y/Si'? c'est- 
à-dire ± igi\/5. Le signe + convient à deux indices, le signe — 
aux deux autres. Ainsi, pour ^3 = o, l'équation en ;; se réduit à 

(3i) (z -T- 5^,) {z—igt v/5)2 {z 4- igt \/1y = o 

ou bien 

(5 + 5^2) (52 -H 5^1)2 = 0, 
z5-f- 5^2-3* -^ lOglz^-i- 5oglz^-{- l'Jg^Z -r- ll5 g^ = O, 

(^ -+- ^2)^ -+- 4gl ( io;;2 ^ SgiZ -h3igl)=^o. 
Voici donc, dans le cas général , V équation cherchée : 

{Z-^ g^y-r- i^{lOZ'^-\-5gtZ-i-'^lgl) = 0. 

En posant 

-^- -M = Z 

et, comme on Ta déjà fait souvent, 



^2 



3 
= J, 



on réduit cette équation à la forme 

(32) JZ5 -4- 4( ioZ2— i5Z -f. 36 j = o. 

La décomposition (3i) du premier membre, dans le cas gz'= o, 
montre que cette équation peut s'écrire aussi de la manière sui- 
vante : 

(33) ._j=^p.z01±i]'. 
Si l'on pose donc 

(34) i±i=-xs 
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on aura, après avoir extrait la racine carrée, cette autre trans- 
formée 



(35) /( X ) = X5- 1:,^ X-» -^ -3 X — 5 /J^^ = o. 

Le caractère essentiel de cette dernière équation consiste en ce 
que la dérivée de son premier membre est un carré : 

/(X)^5(X2-M)^ 

En outre, ses racines, déjà définies par la relation (34), sont 
susceptibles d'une autre interprétation extrêmement remarquable 
et dont nous allons parler. 



Seconde expression des racines de la résolvante. 

Prenons comme donnée une racine Zo de l'équation (33) : 
l'invariant absolu J s'en déduit sans ambiguïté. A cause de l'ho- 
mogénéité, nous pouvons supposer qu'on prenne ^2 = 1, en 
sorte que A est l'inverse de J. Quant à l'invariant ^3, il a deux 
déterminations, résultant de l'égalité 

En conséquence, toute fonction rationnelle de Zq et des inva- 
riants devient, au point de vue actuel, une fonction algébrique, 
mais non rationnelle de Zq, en général. Elle est rationnelle si le 
changement de signe de g^ la laisse inaltérée. C'est ce qui a lieu 
pour toute combinaison des trois couples (jr,Xo), (jr,,x^) et 
(0^2,0:3), ayant les mêmes symétries que Zq et. de plus, contenant 
à tous ses termes un nombre pair de facteurs œ. En effet, le chan- 
gement du signe de g^ a pour effet de remplacer les fonctions 
p par de pareilles fonctions, affectées du signe moins, et chaque 
X est la somme de deux fonctions p. 

Si, en outre, la combinaison choisie est homogène et qu'on la 
rende de degré zéro en la multipliant par une puissance du dis- 
criminant, on pourra trouver, pour la représenter, une expression 
rationnelle en Zo, à coefficients numériques; cette expression sera 
affranchie de la supposition ^2 = 1- 

III. 2 
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Voici la combinaisoQ sur laquelle nous allons porter notre 
^attention : 

Elle satisfait aux conditions dont nous venons de parler. Pour 
trouver son expression rationnelle en Zo, supposons encore, dans 
le raisonnement, ^2 = ' • Considérons la valeur particulière Zo = 0, 
qui rend J infini, donc A nul. L'équation (9) montre, pour A in- 
finiment petit, une racine finie et cinq racines respectivement 

égales aux diverses déterminations de (^^A-)^. II en résulte, pour 

2 

To, une partie principale proportionnelle ù A '*. Mais on a 

. _ l !_ y , 

Le dénominateur de Ïq contient donc le iacteur Z^. De plus, 
il se réduit à ce seul facteur. En effet, A ne devient pas nul pour 
d'autres valeurs de Zo; quant au numérateur de To, l'équa- 
tion (9) montre qu'il devient infini avec A seulement et qu'alors 

To reste fini, car les six racines t sont de l'ordre de A^ et ont des 
valeurs principales différentes. 

Envisageons maintenant la valeur Zo = — 4> q^ii donne J= i, 
«•3 = o. Nous avons déjà examiné ce cas, qui correspond, pour>So, 
à la valeur* — o^o» Le facteur (t — ^0) n'est point nul; mais 
(ti — ^4 ) et ( /2 — ^3 ) sont égaux à zéro. En effet, ûo^ et ^4 sont les 
deux racines carrées d'une même quantité ^2$ et, d'autre part, 
l'égalité (8) donne, g^ étant nul, 

Semblablement, 

Le numérateur de Tq contient donc le facteur (Z-i-4), mais 
avec quel exposant? 

Etant prévenus de Texistence de deux racines doubles dans 
l'équation (9) pour le cas «-3 = 0, nous mettons aisément cette 
équation sous la forme 
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La différence des racines, qui deviennent égales, a visiblement 
pour partie principale un terme du premier degré en ^3. Le nu- 
mérateur de Tq contient donc le facteur gl et, suivant les éga- 
lités (33, 36), (Zo+ 4) y figure au carré. 

Le numérateur de To ne contient pas d'autre facteur que 
(Zo-t-4)^* En effet, quand Zo devient infini, Tq reste fini; c'est 
ce qu'on a déjà observé tout à l'heure à propos de l'hypothèse 
A = 00, qui répond à ce cas ; par conséquent, le numérateur de T© 
est du même degré que son dénominateur; d'où la conclusion 
annoncée. 

Il est donc établi que l'on a 



-■=-(^*y- 



Je coefficient a étant purement numérique. En déterminant ce 
coefficient, nous aurons une nouvelle preuve de la composition 
du numérateur. 

Quatre égalités pareilles ont lieu à l'égard des autres racines 
Zi, Z2,Z3,Z4. Le produit des cinq quantités To,T4,T2,T3,T4 est 
fourni par la relation (12); en sorte qu'on a 



6"^| = 5»a»A«Jj(^) 



suivant les équations (34, 35), 



n(^)'="'=s<-"— •'•il 



Il en résulte 



3«» 9 

_0/Z„-4-4\2 



5 V Z 







Revenons à l'inconnue X; nous aurons 



= V^H 3Â J 
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en sorto que les cinq racines de l'équalion (35) sont comprises 
dans la formule 

où les indices sont entendus de la même manière que dans la 
formule ('^8). 

Nous en avons fini avec la recherche des équations les plus 
simples dont dépend le prohlème de la division des périodes par 5. 
Ces équations, du cinquième degré, ne sont point résolubles par 
radicaux 5 on en aura la preuve quand nous montrerons, un peu 
plus loin, que toule équation du cinquième degré, par rextraction 
de racines carrées, peut être ramenée à ces équations particu- 
lières. Sur ce fait même se fonde la résolution de Téquation gé- 
nérale du cinquième degré par les fonctions elliptiques. Pour 
cette résolution, comme aussi pour le problème de la division 
par 5, il est utile de savoir exprimer les racines de nos équa- 
tions au mojen de séries. C'est à ce point de vue surtout que le 
choix de t, au lieu de x, se recommande. En nous fondant sur les 
développements déjà connus, nous allons donc examiner le déve- 
loppement de / en série ou en produit. Mais, comme ces dévelop- 
pements devront être considérés plus tard, pour des quantités ana- 
logues, dans la division par un nombre quelconque, nous allons, 
pour éviter des redites, les envisager immédiatement dans leur 
plus grande généralité. 



Développement de 3' ( — ) c^ "• en un produit. 



Au Chapitre VI du tome 1 (page ipi), on a vu s'introduire les 

trois quantités ^(G>)e , dont les expressions par les racines e» 
rendent évident le rôle dans la division des périodes par 4» Nous 
les généralisons maintenant, en considérant, pour un nombre en- 
tier quelconque /i, la quantité 



<»■ >(v:)-^"'(v) 
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011 2tô est une période. Le fadeur A^ ' est introduit pour fournir 
une fonction homogène du degré zéro. 

Quand on ajoute une période à l'argument d'une fonction (i, 
celte fonction ci se reproduit, multipliée seulement par une expo- 
nentielle; c'est donc une pareille modification que subit la quan- 
tité A quand on modifie 2w en y ajoutant le produit d'une période 
par /?. Mais il importe de remarquer le cas où cette période ajoutée 
est 2 0). On a 



n 






D'autre part, si, au lieu de 2tô, on prenait, pour former )v, la 
période 2(/iH-i)â), il faudrait, au second membre (38), mettre 
(n -\- i)yJ au lieu de yj. La relation 



-in-hl)- —V -2r,(o(-4-l) 






combinée avec la précédente, donne 

C'est le résultat que nous voulions établir. On doit se rappeler 
que £ est égal à — i quand G> est effectivement une demi-période ; 
£ est égal, au contraire, à + i (juand w est une période. 

Soient 2C0 et 2(o' les périodes que l'on choisit pour former la 
quantité </, qui apparaît dans les développements en séries ; on aura 

k et A' étant des nombres entiers. Employons la quatrième for- 
mule (22) de la page 4oo (t. I), savoir : 



^u. 


e 


20) — 


210 Z - 




II-. 


- q'"z^ 


11^ 


qf"z- 
— q"^ 
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.,-4-00. 
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Nous V mettrons —au lieu de u. On a d'abord 

n 

k' iT.\ 'jif.tô kk' It, k'^ii: m' 



r.u^ 2 T. 0)2 2C0 /. k iTZ \ '}.y. 

- — = —2 = —S— 1 f,^ H I = — 



n^ n^ w 



r,//« ST^W kk'iTZ /'k'\i 






/j /i /^ /i 



z— e " q" ' 



Si, pour abréger l'écriture, on pose 



1 ijZM^ iiiz 

() = qn = e~'^ y a = e'» > 



après avoir multiplié par A*', suivant la formule (t. I, p. 4o'i) 



» T V 



(40) Al^ = -^6 iKi _^m)2^ 



on obtient le développement demandé 



— 1 = f'é^'e Va2 QA'A" (i _ a^Q2A')"rT(i _ aAQ//i/i-H2A')(, __ a-AQm«-2A') 



/;i 



Les quantités 0^. 

Nous avons précédemment, dans la division par 5, été conduits 
à distinguer les diverses racines par un indice (jl, choisi de telle 
sorte que la racine d'indice [jl corresponde à l'argument |(ci)'-4- (xo)); 
tandis qu'une autre racine, sans indice, correspond à l'argument 
|a). Cette notation se rapporte, d'ailleurs, à un choix arbitraire 
des deux périodes 2co et 2co'. 

Il y a lieu, dans le cas le plus général, d'employer une sem- 
blable notation. Nous considérerons (/i-hi) arguments tv, çvq, 
Wi^ . . . , w,i_4 , définis ainsi : 

(4'2) W= , WP^jj, = - (W H- (JLW), [JL = O, I, . . ., (n l). 

Avec chacun d'eux, nous envisagerons ses multiples en nous bor- 
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nant à le multiplier par i , 'j», . . . , (/? — i). Ces [n — i) multiples 

sont, tous, de la forme — Pour chacun d'eux, nous prendrons 

la quantité A et nous ferons le produit de ces (/i — i) quantités X. 
Pour une raison que nous allons d'abord reconnaître, nous envi- 
sagerons ce produit comme un carré ; nous le dénoterons par 
9- ou par ôjj^, suivant qu'il dérivera de (v ou de w^. Nous posons 
donc 

( î3) V / ^ 

( Ojx — X W^ . X '2 W^ ... X ( 71 — I ) (Vjj,. 

D'après une propriété fondamenlale de lu fonction a*, on a 

'lin — r)M 9.rû> 2r\ib(i — -) 

n n 

pourvu que tô ne soit pas une période, ce qui a lieu effectivement 
quand 2w est égal à mv ou à fnv^^ 2co' et ato formant, on le sup- 
pose, un couple de périodes primitives. D'autre part, d'après la 
définition de "k, si Ton y remplace (o par (/i — '*)w, il faut, au 
second membre (38), mettre aussi (n — r)^ au lieu de f^, L'identité 



e "- =e "- e 



2r,o) 



(^•-) 



combinée avec la relation précédente, donne donc 

Si donc n est un nombre impair, les seconds membres (4^) sont 
des carrés et Ton peut en conclure 

= Xiv. X 2 ir . . . X J ( /i — r ) «• . 

Quand n est pair, ily a un terme milieu Iw, que déjà (t. I, p. 4<^i) 
nous avons vu sous forme de carré, et 6- se présente encore sous 
forme de carré. 

Dans le problème de ladivisionpar5,les quantitésô- (avec n =. 5) 
se présentent d'elles-mêmes ; on a, en effet, 

2 tO G 0) j 

//.N I 2w 4^»^ 5 5 A^ 4I/1 I 

(44) a — 6 = p- p-V = = . , = A« 0-'. 

^"5""XJ 
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I 

Par conséquenr, au facteur A^ près, les racines /, t^ coïncident 
avec les inverses de 6- et de 8^. On comprend maintenant la rai- 
son pour laquelle il v a lieu d'envisager, dès à présent, les déve- 
oppements de ces quantités 0. 

■ 

Développements des quantités Opt en produits. 

Le rôle dissymétri(|ue que Ton fait jouer aux deux périodes 
•Àio' et 2(0 dans la quantité q entraîne une différence entre les 
développements de 6 et des quantités analogues ^^. Pour 0, la for- 
mule (40 donne d'abord, k' étant nul, . 

- -'■: ■ r 



m 



En prenant successivement k = i , 2, . . ., ( n — i ) ej multipliant 
membre à membre, on obtieni, pour les premiers facteurs, le 
produit 

/ i\ -/i(a-l) / i\«— 1 — (/7-I ]in /i_-l 

^ i(/ / n 7. * ^ *7 / 'i-<ï " = ng . 

\a\ terme général i — a^Q'"" =: 1 — a*y"* fournit le produit 

(i — a<7"') (i — a2y'). . . (I — a''-i<7'") = - ^ 



1 — <7"' ' 



c'est le même résultat que fournit le terme i — a~*Q'"", en sorte 
(jue Ton a 

(i5) 0» = V"^ Jj(i^Ç:y, ,n=2,.'„6,...,». 

m 

(Considérons maintenant Oii et, pour ce but, prenons Â (--], en 
supposant 

— = hw^. k=h\}., A'=h. 

On aura, en ce cas, en mettant ip au lieu de m. 
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car a est une racine /i' '"'* de l'unité. T^es facteurs 

de la formule (4» ) donnent ainsi des facteurs ayant la forme 

OÙ p = o^ !,•>., .... Si l'on prend tous les pareils facteurs, avec 
h = I, 2, . . ., (/i — i), les exposants pn -h A reproduisent tous les 
entiers positifs, chacun une seule fois, à l'exception des multiples 
de n. De même, les facteurs 

dans ces mêmes conditions, reproduisent les mêmes exposants. Le 
produit de tous ces facteurs est ainsi 



/ //i [l/'ÎC /;/ \ 2 

txQ2)/> ]2 _T-T[ I— e~"^ " j 
[iQiyipyi ~11\ i"^^^n~ '^ / ' 



TTT TTT: TT = I I \ 7 / > //i == 2, 4, 6. .... oc. 



//ï 



En dernier lieu, les facteurs 



(.;,..)?- = (.?Q>(;-o, 



par suite de Tégalité 

h=n-l 

h{h-n) =■ 



donnent le produit 



n'—\ 



{. 



en sorte que Ton a finalement 



(n*—l)\i.in /i— 1 



(46) OfI=t«-lg «n 7 «'^ JJ 



1 — q'"^ 
m 



L'attention est, de suite, appelée sur le produit de toutes les 
quantités OH. 
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Pour une même valeur de ^m, non multiple de /^, les facteurs 

(JL/n/ir ni 

où [JL = o, !,..., (/i — 1), donnent le produit i — ^r'", de sorte 
(|uc les factoriellcs II des diverses quantités 02. fournissent, pour 
produit, 

fJ(I-y-)^ 



/« 



où ^ m doit être non multiple de n. C'est justement l'inverse de 
la factorielle qui figure dans 6^, en sorte que l'on obtient 

— (W — 1 ) (/!*— l) — 

(\7) 0^0?6^..e^,=,^(-I) -^ e 

Au cas n = 5, on a ainsi 

(0000,626364)2 = 5 
et, par conséquent, suivant l'égalilc (44)^ 

ce qui est conforme à l'équation (y). 



Développements des quantités 6|j. en séries. 

Les factorielles qui figurent dans l'expression de ÔH se dévelop- 
pent en séries, d'après une formule extrêmement remarquable. 
On la doit à Euler et elle se démontre très aisément par la consi- 
dération des séries &. 

Prenons Texpression de &o en série et en produit (t. 1, p. 4^9)? 
en y mettant z pour l'exponentielle e^^^ ^ dénotant, de plus, les 
nombres pairs m par 2/?, les nombres impairs n par 2/? — i . Nous 
avons ainsi 



-+- « 00 



^{ — l)Pqi'^z^P=Yl (i — ^'^''~* ^^) (ï — y^''~^ -2"^) (ï — ^^^0- 



— 00 
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Désignaot par x une variable, prenons 

q — x^ ^ ^2 = a?^ . 

Nous avons alors 

On voit que tous les nombres entiers positifs sont reproduits, 
chacun une seule fois, clans les exposants du second membre; par 
conséquent, 

4-06 p(^p-*-\) 00 

V ( — \)nx * — I I ii — xP) = (i — .r)(i — j-2j(i ... x^). . . 



— 00 



Telle est la formule qui a été trouvée par Euler et dont il a 
tiré des conséquences arithmétiques sur lesquelles nous aurons à 
revenir. Elle fournit, notamment, pour le discriminant, un déve- 
loppement dont nous n'avons pas encore eu l'occasion de parler. 
D'après l'égalité (4^^)? en effet, il en résulte 



-t-oc 4-» 

1 ^^ --^ (fin-hi)'- 



4/^ A-'* =r/'^'^^(-l)Py/>(3,.-f-i).-^2(_.,)/.,y 12 . 



— 00 — 00 



Nous désignerons parF(y) cette série 



-l-OO 



(48) F(q) = V ( — i)/' qP'ip+i^ ^ i — q'^—q'^ 4- q^^ -:- q^* — q'-'\ 



— 06 



Pour les quantités 0, les développements (45, \(\) donnent 



//— 1 ,^ 



^ .-. v/« </ ' ^ -j^ 



(49) { / M./TC i\ 

Oy.==t2 e~ ï2« a 12/. L^l,^'/_i.. 

Un autre développement a été trouvé au tome 1 [p. aSg, éq.(47)|' 
savoir 

/ / x 3 ji^ * i2^-f-l)« 

\/\t.) ^* = ^(-^)"i'>P^')'l '' 

(50) 



= y* y' (—1)'' (2/) -1-1)5' /'</'-"', 
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en sorte que la comparaison avec l'expression ci-dessus donne 

(3i) F3(5') = i — 3y«-h j^/s— 75r»î-h ...-h{—i)P (ip-\-i)qP^P^^^ 

11 en résulte pour 9' et 0|1 des expressions explicites par les 
quotients de deux séries. 



Les quantités dans la division par 5. 

Les quantités 9, 6,t sont au nombre de (n-hi); on peut les 
réduire à des quantités distinctes, en nombre moindre. Nous nous 
occuperons, quant à présent, du seul cas n = 5. On a, en ce cas, 



6^^ 



— e 



^ F(y) 



Dans la série F, en numérateur, envisageons les termes pour 
lesquels le nombre /?, de la formule (48), est, ou bien multiple 
de 5, ou bien multiple de 5 plus 3. En ces deux cas, l'exposant 
p{ip -\- i) est un multiple de 5. C'est, en outre, un nombre pair. 

La quantité e * , élevée à une puissance marquée par cet expo- 
sant, donne l'unité. Le numérateur est donc partiellement com- 
posé de la série 

provenant de ces termes et où ;jl n'apparaît pas. 

Envisageons, en second lieu, les termes où/? est multiple de 5 
plus i ou plus 2. L'exposant /?( 3/? -f- ï) est alors de la forme 
\op' -\- 4, et l'on a 



/ {JL/lt 1\1 



ifJLlTC * 

= e » q'' q^P\ 



L'ensemble des termes q'-P' compose la série suivante, changée 
de signe 



F2= I — q^-^q^—q^ 



r22 



Enfin, les termes où p est multiple de 5 moins i sont affectés de 
l'exposant/? (3/? + i), qui est de la forme lop' -{- 2, et l'on a 
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rensemble des termes q-P compose la série 

Effectivement, en supposant/? = — 5rt — 1 , on a 

On a, finalement, 

1 i^iTZ _\_ 2 0. /Il 11 

tandis que la première formule (49) donne 

Développement des racines de la résolvante du cinquième degré. 

Il nous faut, des expressions trouvées pour 9 et Ôf^, déduire 
l'expression de Xj,., racine de l'équation (35), fournie par la for- 
mule (3-). 

Pour abréger l'écriture, posons, un inslant, 

^ 1 11 2r7t 

q'^V{q^)z=v, q **F, ^t^j, q^^\'i^v^, <? ^ = a. 

Nous avons 

nous en déduisons 

et, par suite, 

\ 5(x+i — -Sfi+i^a-î^-Hï — 3t3)(ri-4-a2p.i>2)_-r a(i — a3)(a-t*t'i-haM-p.), 
\ *(x-^2---SM.-h3=a-l^-^(i — a) (ri-i-aSlAt;,)^: aî(i — a)(a-H'i^i-r-alA(^2). 

De même, on a 

i *(x+i-^*(x+4=2t' — a-t^-4(i-+-a3)(p,— a2lJ-P2), 
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Ces dernières égalités peuvenl être transformées si Ton observe 
<jue a est racine de l'équation réciproque 

a* -T- a' 4- a* -f- a 4- I = o, 
dont la résolution donne 

j (/j — I ) = a -r- - — af I -h a3 ) = 



/ 



: > 

J -i- I 



-- 2(/5-f-i)=a2-f--^ =a2(i-f-a)=- ._ ' » 
Les dernières formules s'écrivent donc ainsi 

( j4 ) ) 

Nous avons enfin s = y/5i^ et, par suite, 

i s-}-Sn—(\/')-^i)v— a-IJ-i^i -h a{^(^2> 

(5'3) < r > ^ 

( 5 — ^jj, = (v/5 — i)i' H- a-l^(.'i — aM'r2. 

Nous allons multiplier, membre à membre, les égalités (Sa à 55), 
en observant qu'on a 

a^r — a)(i — oi^)= i -i- iol^-]- ix-^ = — \/5 j 
remettant Ô au lieu de s et extrayant la racine carrée, ce qui donne 



1 

'2 



= V^5 (a-{^Pi-4- 0L\^V2)['x-V'Vi — (v/5-i- \)v — aM-Pj] 

Le produit des quantités 8 est égal à ^/5 , suivant l'égalité (47); 
divisant par ce produit, puis revenant à Xjj^, que donne la rela- 
tion (3^), nous avons enfin 

( X [a-{Api-h(v/5— i)p — al^t^g]- 

On a ici fixé, arbitrairement, le signe en extrayant la racine 
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carrée. Cela est permis, à condilion que l'on choisisse en consé- 

(|uence le signe de la racine carrée ^J — i , au dernier terme de 
l'équation (35). 

Or, pourra, on a le développement suivant (t. 1, p. 416) 



n =:ao 



\ T.) ^^ "~ \j^~ 3 2à ï— ^ 



On en déduit 



gh^^^{q)W 3^1 — q^pJ' 



v/3 



en sorte que la partie principale de | y/J — i est 7^;; — C'est aussi 

ce que donne la formule précédente (56); en y prenant la partie 
principale, on a 



1 



l^e produit des cinq racines donne donc 

i/r llXr. (7-1-:-..., \\X = ^ = l\/S~^^. 

On ne peut manquer d'observer le cas particulier J = 1, c'est- 
à-dire g^ = o, dans lequel une racine X est nulle. Parmi les quinze 
facteurs qui figurent dans les expressions, analogues à l'expression 
(56) de Xji,, il en est donc un qui devient nul, suivant le choix 
que l'on a fait de g et de sa racine cinquième. 

Dans ce cas ^3= o, si l'on suppose g2 réel et positif et qu'on 
prenne, pour to' et (o, les demi-périodes dont l'une est purement 
imaginaire, l'autre réelle (w' = iw), il est visible que l'on a ^ = /q 
et /| = t.^. C'est une conséquence immédiate de la relation 

qui a lieu (t. I, p. 3'î) quand g^ est nul. Comme w' est égal à /w, 
les arguments 

•>.W 2(to'-+- ULfo) 
W= -~) W„ = =— î 



J ^ J 
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sont liés ainsi : 



tro= liv, «'i — — iwi, : 



d'où résulte 



Xo = Xj 3*1= X!^, t =^ to, ti= ti^. 



C'est donc le facteur commun à .Vi -h 5^ el à 5o-h s qui est nul 



(\/5 -{.i)ç — 



Vi-\~ Vi— o — q 



13 



(/3^,)^5F(^5) 



Fi-i-yspJ 



JNous rappelant comment F((y^) a été décomposé en trois parties, 
observant, en outre, que q est ici égal à e""^, nous obtenons ainsi 



(-37) 






où F désigne la série (4^)- ^^^ résultat ne doit pas surprendre. 11 
résulte de la double égalité 



(58) 



^ = [/l^''^(^) = \/^^\'^(90^ 






que l'on trouve par l'inversion des périodes. Il suffit, pour obtenir 
l'égalité (07), de supposer ici -^ = 5. 

Plus généralement, si, dans la relation (58), on suppose -:— = //, 
on obtient 



c'est-à-dire, à l'égard des quantités 9 pour ;i quelconque (49)7 



n—\ 

%=i * 0, 



dans le cas où l'on a (o'= «w, ce qui correspond à ^3= o. 
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Revenons à \^, donné par la formule (56), que nous écrirons 
ainsi 

= ^ (Fi + q^Fi)bq^ ^Hq')- F^C^ri)], 

de sorte que les cinq racines s'obtiennent par les diverses déter- 
minations de la racine cinquième de q. 

Si Ton pose 

I 

Q = 7% Qi = qh 

on a, suivant l'égalité (58), 



'<S=[/^'^?{n'r^Y'f(r,), 



en sorte que le dernier facteur dans l'expression ci- dessus peut 
s'écrire ainsi, sous forme symétrique, 



to 



^\ ç^F\q^^)-.og\FUqt)\. 

'^3Ô L ^ J 



Résolution de l'équation du cinquième degré. 

11 s'agit de réduire une équation du cinquième degrc; quel- 
conque à la forme (35) de la résolvante en X, que Ton vient d'ob- 
tenir. Nous suivrons une marche inverse et, partant de l'équation 

(59) /(X) = Xs-i-^X3-^5X-.// = o, 

nous chercherons d'abord la transformée que Ton obtient en pre- 
nant une nouvelle inconnue u, 

(60) Il = ^ ) 

^ ' X — c 

c étant une arbitraire, qui va figurer dans ./ (c), f'{c), .... Nous 
écrirons, pour abréger,/,/', . . . , sous-cntcndant la lettre c, 
III. 3 
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On a 

C2 -r- I 

U = A -f- C -T- -r; i 

\ — C 



1/2 = X* -f- 2 c X ~ '\ C^ -i- '?. -h 



f 



X — C (X-c)2 



i: W 2 - ~ + I 5 c 2 - - 4 c ( c 2 -I- 1 ) •^' H- ( c 2 -4- 1 ) 2 A^ - -^ j , 

"^ S .1 

Les coefficients des termes en u^ et w"^ sont ainsi déterminés 
dans l'équation cherchée. Si on la suppose mise sous la forme 

et qu'on substitue les expressions très simples Ae f ei f ^ savoir 

/'=5(c2-i-l)2, f"='lOC{c^-f\). 



m • 



on a ainsi 

(6l) M=(C2+I)3_C/, L = (c2-J)/_c(c2-4-,)3 

OU bien 

IVl = — J-c^ — 2c2-j- hc -^i, 

L= fc3— /ic2— fc-f-J//. 

Le dernier terme de l'équation en u s'obtient aisément par le 
produit des racines : 

,.^__ T\(i-^\)(i-\) f(i)f(-i)_ /;2-uy 

Quant aux deux autres termes, ils manquent dans l'équation. 
On a, en effet, 

,-^ \ — c v» 5(\-r)(\-^-h \) 



2â7i~ 2à\^i~ 2à f'{X) 

YJ__ Y (X — r>^2 _ ^ 5cx_^)2 



= o. 



Ces deux sommes sont nulles, puisque les polynômes numéra- 
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leurs sont des degrés 3 et 2, inférieurs, de plus d'une unité, au 
degré de/(X). 

L'équation en u est donc la suivante : 

En posant ^z = -^-y on a la transformée 

^ cz 

(62) .zS-i- 5/-32-1- 5/?i3 -h n -- o 



avec les coefficients suivants, où Ton a remplacé li par |^/J — 1, 
comme dans l'équation (35), 



(63) 



^J/=.(jyL, ^^}m={?:f^\^ «Aj^^^E^y. 



C'est maintenant le problème inverse qu'il faut résoudre, c'esl- 
à-dire tirer les trois inconnues p, c, J de ces équations (63), 
où /, m, n seront donnés. Pour ce but, nous allons iaire connaître 
une identité que l'on obtient comme il suit. 

D'après les égalités (61 ), on a 

(64) cM-f-L-4-|/=o, c/-t-Mr=(c2+i)3 

ou, en négligeant les multiples de (c--f i)-*. 

Dans le polynôme, du huitième degré, 

c2 L2 H- a c LM - 3 L/ -+- y M^ 

on peut donc choisir les coefficients a, |3, y de manière à le rendie 
divisible par (c-+ i)*^ ; il suffira qu'on ait identiquement 

c2(c2-.J.)2_„ac2(c2-l)H-p(c~i)-i-Yc-^=(c2-M)^ 
Voici donc ce polynôme : 

c2L2--y^cLM - 3L/4-V^l'- 
Les coefficients de c^ et de c^ y sont nuls : 

^i^2_, i_L. 1 . A R . 6A 1 — ,. 

vu/ ~T~ 3 :j 9 3 ~f~ a * 9 — ^' 
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Le polynôme est ainsi du sixième degré seulement; c'est (c--t- i)' 
avec un facteur constant que nous trouverons en prenant c = o. 
Voici donc l'idenlité en question : 

,..2L2_JJeUl_3L/4--VM2=(/i«-T-V)(c2-i-i)'=^J(M-r-c/). 

Kn y substituant 1^, M,/, tirés des relations (^3), on obtient 
(()5 ) r^( /2 c2— Y hnp — 3 hi -r- V ni^) = p^( mp-{- nc^-). 

La première égalité (64) donne 
(()6) (/«p-T- Jn)c2 = — /pî. 

Eliminant c, on a une équation du second degré en p, 
(67) /2(/2p2— \^ i/np — 3hi-r- %^m-^) -i-(mp-i- 3/i)(//ip — m^p^^mn) = 0. 

La précédente (66) donne c'^ en fonction de p. Pour obtenir/*, 
on peut, des égalités (63) et (64)^ conclure 

M M mp 



('/ t- INl (c^ -7-1)3 ffip ^ fic'é 
<'t, d'après l'expression de M, 



«-.8) Ao^' ...^,c^_,+ ^il^!±i)^» 

ô mp -h nc^ 



' • 



On a, de la sorte, en fonction de /, /)iy ;^, la constante h de 
Téquation (39); l'inconnue z de l'équation (62) est exprimée en 
fonction de l'inconnue X par la formule 

Pi^ — c) 
^ *'^ c(X«-+-i) 

L'irrationnelle p, racine de l'équation du second degré (67), est 
essentielle dans cette formule; mais la nouvelle irrationnelle cn'y 
ilgure qu'en apparence. De l'équation (Sg) on tire 

h 

pour en conclure 

< 70 ) z = .' • 
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Dans cette dernière formule, on ne voit apparaître que c^ et 
Ac, fonctions rationnelles de p, comme le montrent les égalités 
(66, 68). A la vérité, /i lui-même est nécessaire pour composer l'é- 
quation transformée (59) ; cependant cette équation ne change 
point si Ton y change, à la fois, les signes de It et de X. Puisque la 
formule (70) ne contient que des puissances paires de X, il est 
donc clair que l'irrationnelle h est étrangère au problème. C'est ce 
qui apparaît plus nettement encore si l'on envisage la transformée 
(Sa), où l'inconnue est Z. 

Parles égalités (33, 34), on a 

Jl en résulle 

3 ,o/?r Z» I 

dans cette formule n'apparaissent que Ac et c'-. Enfin la constante J^ 
qui figure dans l'équation en Z, se détermine en fonction de p 
seulement comme il suit. 

Des égalités (63. 64), tirons 

64 _ p5(c2-+-|)5 



9 c''(mp -f- nc"^) 

puis substituons l'expression (66) de c-. 11 vient ainsi 



9 l-^[{ln — m-^)p--^mn\ 

Parmi les cas particuliers, nous signalerons d'abord celui 011 
l'on di c^ = — I . Soit c=^ i; l'égalité (60) devient 

M = X -h /. 

La substitution directe dans l'équation (5()) donne, pour 
^= -r-> la transformée 

lU 
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Ce cas de réquation ((h.) est caractérisr, on le voit, par la con- 
dition 

(y'\) 3 In — 4 m^ = o. 

Cette condition satisfaite, l'une des racines p est déterminée 

par l'égalité 

_ /i _ 4 f^i . 

il y correspond c- = — i et 

S ^ n'- 
- - en =^ '..' 

De cette dernière égalité, où l'on mettra i au lieu de c, on 

conclura 

G4 , _ ^/'<1_ f^'*\ 
[) ni^ \ .'5 m» / ' 

tandis (fue la formule (7i>. ) présente son second membre sous la 
forme indéterminée. 

11 j a cependant un autre cas, fort différent, où c- est encore 
égal à — I . En supposant c = /, on a ' 

f=li-h, 
ef, d'après les formules (64), 

Les formules (63) deviennent 

VJ/--|(/?^ ^Jm--{/-?S ^-^^}n^--ifp\ 

On en déduit 

(VJ)'(3//i— i;n2)^o. 

Donc, 3/;? — ^m- étant supposé différent de zéro, on voit que J 
est nécessairement nul. L'équation en Z ajant alors une racine 
infinie triple, il est clair que c'est ici un cas limite. La formule (ni ), 
quand on y suppose Z infini, donne, pour la partie principale 

de ^, 
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Cette quantité peut avoir une limite finie si c tend vers «, en 
même temps que h tend vers |f. 

C'est aussi ce qui apparaît sur la formule (69). L'équation en X 
a la racine triple X = i, pour h = \ ù Supposant donc cette valeur 
de h et c infiniment voisin de /, l'égalité (69) donne z sous une 
forme indéterminée quand X devient égal à i. Mais, pour les deux 
autres racines X, on aura 

(74) z: 



Cette considération fournit le moyen de caractériser ce cas par 
lin calcul direct. 

L'hypothèse h=^\i donne 



{y. — if V" / • "^ / 3 

De là vient, pour z^ en vertu de la relation (74)? cette équation 

Ce dernier trinôme, du second degré, doit donc être un facteur 
du polynôme (62); on a donc identiquement 

c'est-à-dire 

lol — -p3-{- -— -, 20m = -p*— ^^— . 
2 3p2 2' p 

L'élimination de p fournira la condition caractéristique de ce 
cas où, comme on voit, p est rationnel; le premier membre de 
l'équation se décompose, par conséquent, en deux facteurs ration- 
nels, Tun du second, l'autre du troisième degré. 

Un second cas à signaler est celui où c est infini, où, d'après 
l'égalité (71), on a 

Prenant, pour point de départ, l'équation en Z, on voit que ce 
cas est caractérisé par la condition 

(75) /ti — 8w2=o, 
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et que Puiu' des solutions donne les résultats suivants : 

_ n _ »S//i _ I /i* 

On peut encore fixer l'attention sur le cas où, Tune des valeurs 
de p étant zéro, c est nul aussi. Si Ton prend, en outre, p:c = i, 
on obtient ainsi Téqualion 



~■-^y^(lhz^+^,z-/:j = o. 



A2 -^ -I 

qui joue un rôle dans les importantes recherches de M. Gordan. 
Nous n'aurons pas à nous en occuper. 

Los cas particuliers précédents induisent à modifier les for- 
mules par l'emploi de notations convenablement choisies. Nous 
poserons 

II- « n* ^, 

\ In — A. in^ = [JL, — r = iN ; 

(76) "»" 

( //î p -T- 7 /i — $, ( In - m^ )p — J- mn = m r, . 

et nous rendrons les formules homogènes à l'égard de i etr,. On 
trouve ainsi 



Cette quantité U est homogène aussi à l'égard de [jl et A. I^'équa- 
tion (()7) prend alors la forme 

(77) U-i-|JL3N$r. ==(,. 

L'expression (66) de c-, rendue homogène, devient 



c2 = 



La formule (72). qui donne J, se transforme en celle-ci 



•Mj 



9 /5 n^ m r^ 

où Ton a posé 
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En la rendant homogène, on oblient 

^1 [( i-^ — >0$ -^ i^^J^ 

ou encore, faisant disparaître N par le moyen de Tégalité (77), 



Dans cette dernière formule, J apparaît comme dépendant de 
deux variables, les deux rapports [jl; A et ^'.r^. Les deux quantités 
J et J,, qui correspondent aux deux transformations d'une même 
équation (62), sont alors liées ainsi : soient 



'="(?■!)• '.="(Mf> 



on aura, suivant (77), 

(78) (4j^_3>)3{^,3^j^(8jx-X)2r,r,i, 

tandis que la quantité N, caractérisant, avec le rapport [jlIa, 
Téquation (6'i), est déterminée par la relation 

Nous devons examiner le cas où l'équation (62) en z a une ra- 
cine double. 

L'équation en X n'a point, en ce cas, de racine multiple; on a 
Yu, en effet, que les racines multiples de cette équation (et ce 
sont des racines triples) se présentent dans le cas J = o. En con- 
séquence, deux racines X et X' correspondent, à la fois, à la ra- 
cine double ^, suivant la formule (69) 



X2 4-,_.f.(X — r)=0- 

cz 



On a donc 



(80) X-f-X'=^, XX'^i-+-?. 

cz z 

On doit avoir aussi 

0= J^:^^^ =(X-^x')*-3\x'(X-f-x-)2 

X2X'2h- V[(X-hX')2— XX']-h 5. 
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Substituant les expressions (^o) de X 4- X' et de XX', puis, 
d'après (66), remplaçant 



?Y ..«„ /np-'-^n 



(?) 



par j , 

on obtient la condition 



(«I ) 






/ . py 10 ( mp^^n 



i-f- - I-+- J. 



Une des racines p de celte équation s'offre immédiatement par 
l'observation suivante. La quantité ^, racine double de l'équation 
(62), satisfait à l'équation suivante, dont le premier membre est 
la dérivée de 



— ( z'^-^ 5/z^-h ')mz -h //), 



. I . I.- I- . I 



prise par rapport à - et multipliée par tz'*: 

{%'X) 3lz^-^ ^mz -'- H = o. 

Kn prenant donc p = | :;, on a 






^(^)-- 



Vvec celte valeur de p, on a 



9 \- _ mp -\- ^ n 



(/=) 



Iz^ 



-- r, 



par conséquent, c = zt |. Le signe de c étant indifférent, prenons 
le signe plus; les égalités (80) deviennent 

Xh-X'=i, XX'=|. 

Ces conditions sont effeclivement remplies par deux racines de 
l'équation en X dans le cas où l'on a h = l^ comme le montre 
l'identité 

(X2_ X -i- |)(X3H- X^H- .,X - 1)== X3+ J^ X3-I- 5X - i =/(X). 
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On trouve alors, en niettanl c= | à la place de X, 



'■^ 5*. 7 , 52 



/(^j = V 



) 



r2 -f- I = —, 
32 



et, d'après les égalités (64). 
D'autre part, 



33 



9 9 \9/ 9 \^/ 

En mettant | :? à la place de p dans les égalités (63), on a main- 
renant 

/ = — 3 z^, m = — l z'*j Al — l z^. 

Dénotons par Zq^ an lieu de z^ cette racine qui doit être double ; 
nous avons, pour le polynôme (62), l'expression 

(83) 35— f Zi 32— I 32 3 -I- J Z^^ --{Z— Zo)Hz^ -'r- -IZoZ^-;- 3^2 ^ _^ 7. ^3 )^ 

par où Ton voit que ^0 est bien, elTectivement, une racine double. 
Nous n'avons pas ainsi obtenu le cas général où le polynôme (62) 
aurait une racine double. Pour ce cas général, il doit se trouver, 
dans le polynôme en ^, une arbitraire de plus, et ce polynôme 
aura la forme 

z^-h 5f z^-h jmz -i- n ={z ■ - Zo)'( z'^-{- 'iZoZ^-h 3z^z ■+- p), 
d'après laquelle les coefficients sont déterminés comme il suit : 
(84.) 5/ = p — 4^J, 5m = Co(3;:3--'2p), ai^^JS. 

Pour ce cas général, où [3 diffère dé |.3Jj, il est clair que la ra- 
cine p = ~Zo de l'équation (81) ne peut convenir. La seconde 
racine convient donc. Il faut donc, de toute nécessité, que les 
racines p de l'équation (67) coïncident, toutes deux, avec cette 
unique racine de l'équation actuelle. En d'autres termes, V équa- 
tion (67), en ç^ a une racine double en même temps que V équa- 
tion proposée (62), en z. 
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Nous vérifierons celle conséquence par un calcul direct. Cher- 
clions d'abord, par Téqualion (67), celte racine p. On a 

V3 / 3\/52 z/~ 3lz' 

Le coefficient de p-, dans ^(p), est 

m^ 3 m 1 /n'^-h3m/z-^ l^z'^ 
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Comme *ï^(|^) est nul, on a donc 

Prenant la racine s qui n'est pas nulle, on conclut, pour p, Ici 
valeur suivante : 

_4- ^Hin — lz)z'^ _ i^m^-^ ymlz -^-gl^Z')z 

( j ) p _ ^ 3 — 3Y,7j^Tiri7,7/7:^rr2) - "3"(7;72^^3"m/7V72 z 2 ) ' 

On remarquera, en passant, le cas de l'équation particulière (83)^ 
pour lequel m — Izq est nul, en sorte que la nouvelle racine p 
coïncide avec la précédente, comme cela devait être. Revenant au 
cas général, nous lirons de la dernière équation, en vertu de la 
relation (82), 

I • , , 5l/n(m — lz)z'- l z'^{^m'^-\- \nilz-\-31^ z^) 

niz, -h - n = — f z- 



I 



3 3(//*2^- 3inlz-hl^z') 3(//i2h- 37/1/3 -^ l'z- 



En recourant encore à la relation (82), on voit le facteur du 
numérateur se réduire à %m^ — In, Revenant aux notations anlé- 



• • 



rieures, on a ainsi 

Suivant les notations (76), nous avons 

3m2T, = 3{ln — w*)$ — In^ 

__ (m^~-ln)(^ni^—ln)lz^'—(m^--h3mlz-{-f^z^)ln^ 
~" /?i2 -r- 3 m/ 3 H- i^z'^' 

_ m^(Sm^-çiln)lz^ — (m-^3lz)lmn^' 
~ m^-h3mlz -^ l^z^ 
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Divisant par ni aux deux membres, puis remplaçant n par son 
expression, tirée de l'égalité (82), nous en concluons 

1 3/?^(2-l-3/n/5-^/2-2)^^ 

^ '^^ \ = m{^m''--r-ZÇniilz-^'i-]l^z'')-- (m-^'Mz)\m-^'Mz)'i 
' =-{im-\-'^lzf. 

liemarquons que, suivant l'égalité (82), on a 

(2m -4- 3/^)2= ^m'^—\inilz -\- ç^l' z'^ = \m- — lin = \\l— M. 
Nous pouvons donc conclure 

/^2 -y 

(88) mr, = — if\\x— II)-- 

(^es deux relations (86, 88) donnent 

(89) ( 4 1^ - 3X)-^$2 = !A8îJt - X )W' ' 

Ce résultai, comparé à l'égalité (78), fait voir, conformément 
aux prévisions , que la quantité p , seconde racine de l'équa- 
tion (81), est racine double de l'équation primitive (67), si tou- 
tefois elle en est effectivement racine. Pour achever cette vérifica- 
tion, il faudrait encore substituer \ et r, dans l'équation (77) et 
retrouver, par là, pour N = /i^:m^, l'expression conforme aux 
égalités (84). Nous ne ferons point ce calcul, vraiment superflu, 
et nous allons établir la proposition réciproque de la précédente. 

Observons d'abord que la relation (89) entre \ et r, peut être 
écrite sous la forme 



(90) 






(8{ji— X)/!^^ (v/4!^-3X)^ 



où les deux racines carrées sont entièrement déterminées, la pre- 
mière, comme représentant m, la seconde comme représentani 
2 m -t- 3/^0. En employant les expressions (84) des coefficients, 
on a ainsi 



(91) 5v/[x = ^0(3^5-'-^?). 5v/4l^-3Xz=-^o(6^3-hP). 

Il est maintenant établi que, \ et [.<. étant déterminés en fonc- 
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lion de deux arbitraires >:;o et [3 suivant ces égalités (91), $ et y, 
suivant la relation (90), alors Téquation (^-) donne, pour N, la 
valeur suivante : 



N = 



{3zi-9/fiy 



Celte simple observation suffît à prouver la proposition réci- 
proque, comme nous avions en vue de le faire : quand Inéqua- 
tion (67) en p a une racine double, V équation (62) en z a, aussi, 
une racine double, Jl faut seulement excepter le cas particulier 

l=Oy où l'équation (67) a la racine double p= — 5 — ; ç et y, 

sont alors nuls et l'analyse ci-dessus ne s'apph'que point. L'équa- 
tion (65) peut alors servir à déterminer c-, qui a deux valeurs dis- 
tinctes. Ainsi les deux valeurs de p sont égales entre elles, mais 
les deux équations réduites, en X, restent distinctes. 

Les considérations qui précèdent ont dû faire comprendre, dans 
tous ses détails, la transformation de l'équation du cinquième de- 
gré (62) en l'équation parliculière que fournit la théorie de la 
division des périodes par 5. 

Le théorème, démontré en dernier lieu, peut être aisémenl 
vérifié par un calcul direct, et l'on trouvera, sans difficulté, que le 
discriminant de l'équation en p est égal au discriminant de 
l'équation en z, multiplié par /*. 

Voici donc la conséquence : étant donnée une équation du 
cinquième degré (62) privée du second et du troisième terme , 
on peut exprimer ses racines en fonction rationnelle des coef- 
ficients, de la racine carrée du discriminant de cette équation 
et des racines de V équation particulière à laquelle conduit la 
division des périodes elliptiques par 5. 

Pour faire disparaître le second et le troisième terme dans une 
équation quelconque, il suffit de résoudre une équation du second 
degré. La réduction de toute équation du cinquième degré à 
l'équation de la division des périodes exige donc seulement l'ex- 
traction d'une racine carrée, outre celle du discriminant. 
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DIVISION DES PERIODES PAU 7. 



Équations générales pour la division des périodes 
par un nombre quelconque. 

Soit n un entier par lequel on veut diviser une période 2w; 
soient a, p, y, 5, ... divers entiers et considérons 



Entre a, 6, c, d^ ... on peut trouver aisément des équations 
propres à déterminer ces quantités. Ayant choisi deux d'entre 
elles, a, 6, caractérisées par les nombres a et jâ, prenons la somme 
a 4- P^ soit Y = a 4- p cette somme. Les trois quantités a^ b^ c, 
d'après le théorème d'addition (t. 1, p. 3o), sont alors racines 
d'une équation ayant la forme 

OÙ X est l'inconnue. On a donc 

a -h 6 -h c = I: X2j ab ^ bc -\- ca = — \ gi — \ X;jl, abc = {( ^3 -i- jx^ ) 

et, par conséquent, 

(3) (a-h6-i-c)( 4a6c — ^3)= {ab ^ bc -\- ca -\- x éf^)'- 

C'est, comme on voit, le théorème d'addition sous une forme 
spéciale où n'apparaissent que les fonctions p. Pour cette raison 
même, l'équation (3) traduit l'une quelconque des relations 

zfca±:PdiY=o. 
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Abrégeons le langage en désignant par [abc) cette équation ou 
son premier membre : 

{abc) = (ab -\- bc -h ca -i- { ^ç'j)' — (« -h b -^ c){^abc — g^). 

Avec a et />, il y a une autre quantité, analogue à c, qui donne 
lieu à pareille équation; ce sera rf, si l'on suppose o = a — ^. 
Nous avons ainsi les deux équations {abc) et (abd) et, par leur 
combinaison, l'équation nouvelle 

(abc) — (abd) , , ,, 

1- : = o —iah\ ca)\ 

c — a 

plus simple en ce qu'elle est du troisième degré seulement. La 
voici développée : 

{ab,cd) = {a— bf{c-^d) — iab{a -^ b)-^ \ gi{a -^ b)^ g:^. 

Parmi ces équations, il s'en trouve où deux quantités coïncident. 
Supposons, par exemple, ^ i= 2 a ; alors 8 = — a, d = a. 

Toutes les équations entre les quantités a, b, c^ ... forment 
un système surabondant, en apparence; elles sont, bien entendu, 
compatibles et peuvent servir à déterminer les inconnues. Nous 
allons les envisager dans le cas /^ = 7 et en déduire, ainsi qu'on 
Pa fait, au Chapitre I, pour aï = 5, des équations contenant seule- 
ment des fonctions symétriques de a, 6, c. 

Équations symétriques pour la division par 7. 

Soient 

•>.M , Ad) 60J 

a = p— , b = p—. c--=p—y 

y J / 

au nombre de trois seulement, et donnant lieu aux équations 

{abc), (aab), (bbc), (cca). 

On en déduit les trois équations 

{ab\ca)j {bc]ab), {ca;bc)^ 

que nous désignerons abréviativement par A, B, C, en posant 
A = a^ — /^a^b -\- b^c -^ a^c — b-a — 2 abc -^ \ gî{a -h b)^ g^= o. 
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et déduisant B et C par la permutation circulaire, remplaçant ainsi 
a, 6, c d'abord par b, c, a pour former B, puis par c, a, b, pour 
former G. 

Cette permutation circulaire met en évidence la nécessité d'in- 
troduire, outre les fonctions symétriques 

X = a-h b -i- c, y = ab -\- bc -7- ca, z = abc, 

les deux combinaisons 

u = a'^b-\- b^c-^ c'^a, u' = b^a -^ c^b -^ a^c, 

dont la somme est symétrique, 

u-\- u' = xy — 3-3, 

et dont la différence est la fonction alternée 

u — a'= — (a — b){b — c){^c — a). 

Dans le calcul vont s'introduire aussi 

V =z a^h -T-b^c -\- c^a, v' = b^a -h c^b -\- a^c, 

que l'on fera aussitôt disparaître; car on a 

(4) p= ux — xz — I.a^b^j v' = u'x — xz — ^La^b^ 

La forme symétrique Ha^b^ et la somme des cubes Sa*, dont 
nous allons avoir besoin, onl, d'ailleurs, les expressions suivantes : 

( I.a'^b^=a^b^-¥-b^c^-hc^a^=y^—2xz, 

(5) \ -^ 

^ { I,a^ = a^-hb^-^c^ = x'^^3xy-\-3z. 

Arrivons au calcul effectif. Nous obtenons une première équa- 
tion par simple addition, A -|- B -f- C, c'est-à-dire 



Sa* — 3u — 6^ H- gîX-{- 3^3 = 0, 



ce qui donne 



^3 



(6) 3M = a?3 — 307/ — 3z -t- ffiX -{- '^ 
et, par suite, 

(7) 3m':^ — x^-\-6xy — Gz — ^2^—'^0^3' 

III. 
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De là résulte la combinaison 

111 — u'= x^— iocy -^ gix -^ 3^3, 

donnant, d'après (4), 

(8) IV ^ v' z= x'*— ^x^y -h- gtx'^-^ ^gz^ — xz — I.a^b-, 

combinaison dont nous allons avoir besoin. 

Une seconde équation est fournie par c\ -f-tzB + èC; on a 

cX = a^c — abc{ia -+- 6 h- 2c)-h à^c^-h b^c'^-\- \ gii^ac 4- 6c)-h g^^c. 
Il en résulte l'équation 

p' — ']XZ H- 2Sa2^2_|_ g^y 4_ g^x = o. 

Remplaçant (^' par son expression (4), puis u' et Ha^b- par leurs 
expressions (7, 5), on a ainsi 

(9) x'* — 6x^y -f- 36xz — ^y^-^ ^2(^" — 3^)= o. 
Prenons enfin 6 A -|- cB -f- aC, ce qui donne le calcul suivant 

bA = a^b-hb^c — b^a — 4a^b^-\-abc{a — ib)-h\gi{ab-hb^)-hg3b, 

'2V — v' — il.a^b^ ^ xz -\- ^ g2(x^—y)-h g3^ = o, 

puis, d'après l'égalité (8), 

(10) x'^—ix^y-hSxz — 5y^-h\g2{^3:^^ — y)-higz^ = o. 

Considérons enfin l'équation (abc) dans sa forme primitive (3), 

Ces trois équations (9, lo^ 11) constituent le système symétrique 
que nous voulions obtenir. 

Prenant x pour inconnue principale, nous éliminerons y et ^, 
parvenant ainsi à une résolvante en x. Par cette inconnue s'expri- 
meront ensuite les autres inconnues r, z^ ainsi que la fonction 
alternée [ii — u'). 
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Équation du huitième degré pour la division des périodes 

par 7. 

En éliminant xz entre les équations (9) et (11) ou bien entre 
les équations (10) et (11)^ on parvient aux deux suivantes, que 
nous ordonnons par rapport à y : 

6y^ -^ {^ gi— 6x^)y -h x'* -^ giX'- -\-ijg3^ -^ -h ^1 = ^^ 
On en lire d'abord^, exprimé en fonction de x, 

puis cette équation, ne contenant pas «•3, 

(l3) 2lv2_^|^27-^'-2^2^2^.|^^=0. 

Écrivant cette dernière sous la forme 



34 

^'ï (7 + 28 ^2)' = ^^+ ï g'.X'^--— gl 

J, .7 



puis substituant l'expression (12) de j^, on a l'équation finale 



(i4) 



'{o,^+\g,x^~^g\^{^x^^^,g,Y 



Le développement se fait par un calcul assez court, grâce à 
cette circonstance que g^ figure seulement dans le dernier carré; 
voici le résultat : 



(i5) 



(33 5 7 
x^— i\ giX^— i.V.-j gzx^ '-~^g\x''—y*.']g^gzx^ 



On peut représenter cette équation sous une forme symbolique 
1res simple, avec les mêmes symboles qui ont servi, pour l'équa- 
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lion analogue, dans la division par 5. En écrivant symbolique- 
ment 

on peut écrire l'équation sous la forme 

par où sont mises en évidence les racines 21 A et — 3 A, cette der- 
nière septuple, quand le discriminant s'évanouit. 

Pour chaque racine œ, on a^, 2 et la fonction alternée u — u'= t, 
au moyen des équations déjà trouvées, 

mx^-r- 1 ^2)^' = 3x'^-+-igiXi-i- ixg^x -f- W g\, 

3^=— 3(a — 6)(6 — c)(c — a) 
= ix"^— ç^xy -\- 3^ H- igiX -f-6^3. 



Un cas particulier. 

On doit observer le cas particulier où l'une des racines x satis- 
fait à la condition 



D'après le calcul même qui nous a conduit à l'équation (i4)î 
nous avons 



(17) 






La racine x dont il s'agit est double. Soient 



i4^'--f ^2= P, 37* H- \gtx^-^ 7^aar -\- -^ g\ = Q 

2 . 7 

la condition P = o donne 
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la condition Q = o donne ensuite 



(19) ^'-sT^^V?'^''"''' 

On vpit par là que, cette condition (19) étant satisfaite, la 
racine x^ entièrement déterminée par l'égalité (18), existe; elle 
est alors double. Par l'équation (i4)> en prenant ce cas comme 
une limite, on a 

(20) ^4+.|^,^2_ J!_^|^_^^| 



et, par conséquent, 

Suivant l'identité (17) et l'expression (12) de r, on obtient 
donc 

Il y a, de la sorte, deux valeurs bien déterminées, pour y^ cor- 
respondant à la racine double x\ donc aussi deux valeurs pour z 
et pour t^ d'après les formules (16). 

Si l'on suppose la quantité (19), non point nulle, mais infini- 
ment petite, alors deux valeurs de x \/ -g-i sont infiniment 

petites ; nous allons calculer leurs parties principales. 

Soit g[^ la valeur limite (19) de ^3, soit x^ la valeur limite (18) 
de X. En se bornant aux termes principaux, on a 

sous la condition de mettre dans ( — j les valeurs limites ^'et i?\j. 
Comme on a 
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on obtient 

/dq\ 23.3 

Moyennant la relation limite (20), nous avons ainsi 
ou, en divisant par 3x'^ et extrayant la racine carrée, 



2-^ 



^2(x-57') = zh3l/7| |;T-^2(^--^')+7(^3--^'3)J 



Nous avons, de la sorte, les parties principales des deux quantités 
X — x'; elles sont du même ordre infinitésimal que ^3 — g'^, et 
imaginaires, gz étant supposé réel. Ainsi, quand ^3, variant dans 
le domaine réel, passe par la valeur ^3, deux racines x deviennent 
égales entre elles, mais ne passent point, comme il arrive d'habi- 
tude en pareil cas, du réel à l'imaginaire. Elles demeurent ima- 
ginaires : pour chacune d'elles, les signes des parties imaginaires 
changent au passage. 

11 est bon d'observer que, pour ^'3 = ^3, le discriminant est po- 
sitif, ^2 et ^3 étant supposés réels; on a effectivement 

— 2 

^ p^5 ^3 t^'X ol3 

et g.^ doit être positif pour que g^ soit réel (19). 



Cas où ^2 est nul. 

Au cas ^2= Oî l'équation (i5) a la racine double a: = ô. Si l'on 
pose 

(21) M= ^g ? 



g 



2 



en supposant à u une limite finie, la forme (i4) de l'équation 
donne immédiatement 

— 22.3.52~(72m+ 33)2=^0, 

U — -^{— i-j -^i 10 //s). 
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Tout comme dans le cas précédent, au passage de g^ par zéro, 
deux racines x deviennent égales; mais, de part et d'autre de la 
valeur ^2=^j elles demeurent imaginaires : les signes de leurs 
parties imaginaires ne changent pas au passage. 

Ces deux racines infiniment petites, ainsi que leur différence, 
sont du même ordre infinitésimal que g\. 

Par les formules (i6), on trouve aisément que j^ est infiniment 

petit, 

y = — ^-^(21 u -^13)^2, ■ 

et que z a deux valeurs finies 

(22) ^ = f^(—I=h 31/3)^3, 

en sorte que les quantités a^ b^ c correspondantes sont les trois 
racines cubiques de z. 

Les autres racines se trouvent immédiatement; car l'équa- 
tion (i4) se réduit à 

et donne, pour jc, les diverses racines cubiques des deux quantités 
suivantes 

3-7^3(9 + 2/21)= 7^8f^^^ — ) ? 
— 3.7^3(2/^1—9) = — 7^3( ^^^ J y 

dont la seconde est de signe opposé à celui de g^. 

Ces circonstances si simples s'expliquent facilement par la pro- 
priété 

(23) p{0Lu)=%pu (a3=i), 

que possèdent les fonctions elliptiques (t. I, p. 82) dans ce cas 
particulier. 

Pour fixer les idées, supposons ^3 réel et positif, en sorte qu'on 
ait 



(2.i) ^'=.-v/3 
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OU, en d'autres termes, 

(25) (Oj — (02(1 4- aa), a= • 

Les arguments |t02, 7^2» 7-^2 donnent lieu à des fonctions p 
réelles et positives^ les arguments 7(0'^^, yw'j^, yco^ à des fonctions j) 
réelles, positives ou négatives, mais inférieures aux précédentes. 
Les deux seules racines x^ qui fournissent, pour a, fc, c, des quan- 
tités réelles, correspondent à ces arguments; ce sont 

l ^ = — - — v7/r3, 

(•.>.6) 

) /ïT— 33/ — 

l ^°= ^ — ^^^^' 

dont la première répond à fwo, . . ., et la seconde à f wjj- 
Pour distinguer les autres racines, nous poserons 

»>= 7 ^^ + P-«*>2) ((x = I, 2, 3, 4, 5, 6). 

Ce sera Targument de a^^ suffisant pour caractériser x^. Cette 
notation est semblable à celle qui a été employée au Chapitre pré- 
cédent, et on la retrouvera, plus loin, pour le cas général. D'après 
cette notation, en tenant compte de (aS), on a 

(^2= f 0)2(3 -\- 2a), 
2aw2=T«*>2(3aH-2a2) = {aj2(a — 2) = faj2(3-+-2a) — 2a>2^«'2 

et, d'après (aS), 

«2= OLÙ2. 

On a, semblablement, 
d'où résulte 

«2 + ^2 "+- ^2 = 572 = O. 

Pareillement, 

a W5= yt02(4 a — 2) =4t02(2a -l- 6) — 40J2 ^ 2^5, 

awi=*w2, 37 = aa7i, 

aW3 = -|oJ2(2a — 2)^S(V4, a74=aa73, 

2a(V4 = |-t02C3a — 2) = 3wo, a7y = aa74, 

22(^6= 7 W2(5a — 2) ES 5(^1, iri=aa76. 
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En résumé, x et x^ sont donnés par les égalités (26); puis 
on a 

Nous aurons besoin de connaître, dans le cas où ^'"2, au lieu 
d'être nul, est infiniment petit, les termes du premier ordre en 
g^ dans ces diverses racines. Dénotons par des lettres accentuées 
a:', x\^ x\^ ... les racines quand gi n'est pas nul, afin de conser- 
ver à x^ Xq, Xi y ... la signification qui répond aux égalités 
(26, 27). En premier lieu, nous bornant à la partie du premier 
ordre en ^o? nous avons, d'après (21), 

Soit posé, pour une autre racine quelconque, x'^=: x^-\-^^. 
Dans l'équation (iT)), écrite sous la forme suivante où les termes 
en g:^y gl sont omis, 

x^(x^— 2.33.7^3373— 35.72^1) — 21 ^2-2^^ (^'-+-'^7 .^3)-^ .. = 0, 

remplaçons j^par x^-{- ^^ en nous bornant aux termes du premier 
ordre. Nous avons ainsi 

2J7fjL(^^—3-«.7^3)Jjj =. 7(375.-^27 ^3)/îr2. 

Soit, pour [JL, une des valeurs o, 3, 4? c" sorte que Ton ail 
x^ = ol"^Xq, m étant l'un des nombres o, i ou 2. Multipliant par x 
aux deux membres, et d'après les égalités (26), nous concluons 
\^ = p7.^"^Xy avec cette expression de la quantité/? : 

Moyennant quoi l'on a, pour ^2 infiniment petit, les expressions 
ci-après des racines x' : 

Xq=^ XQ-^pX, X\ — CLXq-\- pOL^X, X''^ = (X^XQ-f- pOLX. 

Soit posé, de même. 
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Les autres racines sont exprimées ainsi 

x' = X -\- p' Xq^ œ\ — ol^x -\-p'oLXQ, x\^ OLX -\- p'cl'^Xq, 

à quoi il faut joindre x'., = x'^ = o. 

Nous avons supposé g^ positif; si g^i était négatif, il faudrait 
échanger les expressions (26) de x et de Xq et tenir compte que 
Ton a, pour ce cas, 

On peut aussi passer du cas précédent à celui-ci par l'échange 
des périodes. 

Soient (i>2 et w'^, liés par la relation (24)» et les x déterminés 
comme on vient de le voir. Posons 

en désignant parp la fonction elliptique où g2 = o et où le second 
invariant est ^3, en sorte que p{iu) = — pu (t. T, p. 82). Les ar- 
guments vv et Wy des racines x, Xq^ Xy, relatives à ce cas, étant ca- 
ractérisés comme précédemment, 

iVo = ^{û2y «^7=7(^2 -f- vôJa), 

on a, tout d'abord, 

ïv = — iwf), wq— ii^\ ^ = — Xqj Xq = — X, 

Pour les autres arguments, on a 

7 
pourvu que les deux entiers [jl, v soient liés par la condition 

1 

fjLv == — I (mocl7), 

ce qui donne les cas suivants : 

(Jl, v = i,6; . fx, v = 2, 3; |a, v = 4, 5. 

En d'autres termes, dans le cas où ^3 est négatif, après avoir 
échangé x et Xq dans les égalités (26), il faut aussi, dans les rela- 
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lions (27), faire le même échange et y échanger aussi les indices 
I et 6, 2 et 3, 4 et 5, ce qui donne 

X^= Xi,= Oy X^= %'^Xq, X^= OLX, Xs= OL^Xj Xi= (XXq, 

Nous étudierons ultérieurement les racines x comme des fonc- 
tions de gzy en laissant ^2 constant. Ce que Ton vient de dire 
pour le cas ^2 = s'appliquera alors, sans modification, au cas 
g^ z= 00, comme l'homogénéité le rend évident : on aura deux ra- 
cines infiniment petites, X2 et ^5 ou œ^ et ^^4, suivant que g^ sera 

positif ou négatif; les autres racines seront infiniment grandes, du 

3 — 
même ordre que s/gi- 

Examinons, dans ce cas particulier, «•2=0, les diverses va- 
leurs de t. 

En correspondance avec les deux racines œ qui sont nulles, la 
dernière formule (16) donne t = z -h 2g:), c'est-à-dire, d'après (22), 

(3o) t = ï-\(9d-. iV3)^3. 

Prenons maintenant une autre racine suivant l'égalité 
(3i) x^= 21^3(9 =h '2 /il). 

Nous en concluons, suivant la première formule (16), 

xy= 3(r4e-3v/2i)^3, 
tandis que Téquation (i3) donne aussi 

Par la seconde formule (iG), nous avons alors 

En substituant dans la dernière égalité (16), on obtient 
(32) ^=5(3^1/^)^3. 



Les trois racines x que la formule (3i) donne pour chacun 
des deux signes dz fournissent, on le voit, une seule valeur de t. 
Ainsi il y a deux valeurs simples de /, que fournit l'égalité (3o), et 
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deux valeurs triples, assignées par la formule (32). L'équation 
en t se réduit donc à celle-ci : 

(33) {lt^-'^^lg'.t-^'^lgl)(t^-^gzt-i']glf = o. 

En développant et mettant / = sg^, on trouve 

(3î) 75^— 23. 335-^ -h •2.33.5.75'"'— 38. 75* -+-'2. 39. 752— 312:1=0, 

résultat remarquable à cause des trois termes qui manquent , et 
dont nous nous servirons plus loin. 

Résolution du problème de la division par 7. 

Pour chaque racine x de l'équation (i3) on a, d'après les for- 
mules (16), jK) ^j ^ sans ambiguïté. A l'égard de y, nous avons 
examiné le cas particulier qui semblait d'abord mettre les for- 
mules en défaut; quant à 5, il semble aussi se trouver une diffi- 
culté pour le cas où une racine x est nulle : ceci se produit 
quand g^ est nul. Ce dernier cas, nous venons de l'examiner. 
Revenons au cas général. 

Ayant x^ y^ 5, on aura les trois inconnues correspondantes a^ 
fe, c par la résolution de l'équation, du troisième degré, 

a^—xa^->rya — ^ = o. 

Mais la connaissance de t apporte une simplification. Suivant 
la méthode de Lagrange, soient 

1 . , — I -f- eV^ 

5 = a -H £0 -h £2c, £3=1, £= . 

On en conclut, suivant les notations employées précédemment, 

53= 2a3_|_6ûf6c + 3£a + 3E2i/'= 5:a3-i- 6z— |(z/ -+- a')-H|tV3(«/ — m'), 

53 = -1 (20:3— 9^;^ _j_ 27^) -f- 3 i^l t. 

De là on tire s par l'extraction d'une racine cubique, seule irra- 
tionnelle nouvelle. Prenant ensuite 

5' = a H- £2 6 -I- £ c, 
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on a 

ss' = a^-\- b^-i- c^ — ab — bc — ca — x- — 3y; 

s' est donc connu au moven de 5; puis a, 6, c sont donnés par les 

égalités 

3a = x H- s -{- s'j 

ib = X -^ t'^s -^ is\ 
3 c =z X -h z s -h z'^s'. 

11 convient d'observer que le changement de l en — i, qui 
échange s et 5' ainsi que s et s-, n'apporte aucune altération 
dans a, 6, c. Si l'on échange, dans le choix de 5, les diverses ra- 
cines cubiques de 5^, il y a, au contraire, des changements dans 
a^ b, c. Remplaçant s par ts ou e^ Sy on doit en même temps rem- 
placer s' par e^y ou e^' : de la sorte, a, b elc sont respectivement 
remplacés par c, a et b ou par b, c el a; mais Tordre circulaire 
dans lequel se succèdent les lettres a, 6, c n'est pas altéré, ce qui 
est conforme à l'analyse employée. 

Les trois quantités a, 6, c sont égales aux valeurs de la fonc- 
tion p pour les multiples d'un seul et même argument — ; 20) dé- 
signe, d'ailleurs, une période quelconque. Les valeurs de la fonc- 
tion p' s'en concluent, mais il n'est point nécessaire de recourir 
à l'expression 

Revenant, en effet, à Téquation (2), nous avons 

^^a^— gia — gz =Xa-4- [x = \/oa, 

X = 2 \l a -r b -r- c = 1 SJXy 

1 X|jL = _ (aô -+- 6c + ca H- {-^2) = — (/ -H \gi), 

et nous en concluons 

[ yf^= -i:^{.iax—y — \g^), 

(35) i /^= -j-\'ibx—Y—\g^). 

yx 

v/ô7 = -—{icx —y — \gt)> 

\l X 
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Si nous prenons ainsi une seule et même détermination de yjx 

dans les trois formules, alors a et y/ 'fa, b et s/'-fb^ c et y/^pc sont 
les valeurs des fonctions p et p pour trois arguments dont la 

, . j , 2 0) ^co ^ 6u) 

somme est une période, par exemple — > — et ou encore 

Relations entre les huit racines. 

Il y a place ici pour une analyse toute semblable à celle du Cha- 
pitre I (p. lo). Soient x et Xq deux racines; on peut trouver une 
formule algébrique donnant à la fois toutes les autres racines en 
fonction de x et de Xq. En effet, a, 6, c répondant à j; et «o» ^oj ^o 
répondant à ^07 posons 

' a -i- ao -f- «1 = - "-' ^'— ^ , 

1\ a — On / 



2 



4 \ c — Co 
o • ^ '2(0 4w 8(0 2(o' 4^«>' 8(0' , 

i50ient -, — , — et — > — , — les arguments qui corres- 

7 7 7 7 7 7 ^ ^ 

pondent à a et y/?^? etc.; d'après le théorème d'addition, «< , &< , Cx 
sont les valeurs de la fonction p pour les arguments ih 



2(0 -h 210 

— > 



7 

_,2(0-H2(0'^_,2(0-|-2(0'j^ . , ^ , , , 

zt 2 ) ± 4 • ii-n ajoutant, membre a membre, ces 

dernières égalités et employant les résultats (35), on obtient 



(37) 



I ^ (0 a H- (0 «0 
a? -h iTo -+- iTi = - > 



4-^(« — «0)^ 



2 



2 



/a? /a'o ^^ ( ^ — ^0 }" 



Ainsi, X\ est exprimé effectivement en fonction de x et de x^^ 
par l'intermédiaire de a, 6, c, «o? ^05 ^o* 

En changeant le signe de y/^, on change la racine X\. En per- 
mutant circulairement a, 6, c, on obtient aussi trois détermina- 
tions de cette racine, distinctes entre elles. Ainsi, par ces deux 
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changements, celui du signe devant y/x, celui de la lettre initiale 
a, b ou c, on obtient six racines jr,, distinctes entre elles. Quant 

aux changements analogues opérés sur y/xo, Oq, feo» ^o? ils équiva- 
lent aux précédents; on le voit de suite. La formule (37) donne 
donc explicitement six racines en fonction de deux d'entre elles. 
Nous allons classer en ordre ces six racines et préciser les argu- 
ments qui leur correspondent. Pour Targument de «<, prenons la 
somme des arguments de a et de a^] en d'autres termes, fixons le 

signe de sj^ci\ par une convention qui, d'après le théorème d'ad- 
dition, nous donne 

i (a — ao)/ôâ^ = («0— <7i) \/?^' -^ {a^-~a)yJ^aQ, 

(38) ' {b-b,)sf^b,={b,-b,)s/^b -^(b,-b)y/^b~, 

[ (c — Co) s/ôcl =(co — Cl) v/«?c -^(Cl — c) /^. 

Par ces formules (36), (3^), (38), les arguments qui répondent 
à a, \/^ciy à Oq, v/?^o étant désignés par — et — > celui qui ré- 



9. w -t- 9, to 



. 1(i} -h 7.(0 



pond à a, et \/oai est — ; pour b et \Af 6, les arguments 

sont doubles; pour c et y/'^c, ils sont quadruples. Il suffira de dé- 

I . . . . 2 tt) -H 

signer le premier argument, qui, pour œ^^ est ainsi 

En changeant le signe de y/^, on obtiendra, par les mêmes for- 
mules, une racine répondant à l'argument ;: ou, ce qui re- 
vient au même, • Elle sera dénommée Xa. On a ainsi 

7 

(39) j 4\ «o-« y 

l (a — ao)v^?«G = — («0— «e) V^?« + (<^6 — «)/^<^) 

avec les équations similaires. 

Eli permutant circulairement a, fe, c, on obtient une racine a^o, 

répondant à l'argument — > 



(4o) < ^ i\ ao — b 



(b — ao) /oaj =(ao — «2) V^?^ -+-(«2 — ^) v?^o- 
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Une Douvelle pcriiiulation, avec changement du signe de y/x, 
onne la racine jtj, repondant a - -^ -». > 



y c-:-ao -!- a:^:-- -[ ^ ^-i- ) , 

( {c — ao)^oai = — (a^)— a^) ^ôc -\-iai— c-)v/oao. 

Le changement de signe de \'x^ dans ces dernières formules et 
dans les précédentes, donne successivement les racines a:* elx^^ 

, j ^ ' . îito'-i- 8(1) . •;•. to'-f- roto 
répondant aux arguments ^ et > 

7 7 



(42) 



c-\- aQ-\- a^= - I — ■ 2— I » 






(c — a„)Vo«4 = (<'«o — «0 V^?c ^- («* — ^) /?«o ; 



(43) 



2 






Voici maintenant une conséquence. En ajoutant, membre à 
membre, les égalités (38), puis en remplaçant 

v/oa,, v^'ô^, V^Ç'Ci, ... 

par leurs expressions déduites des formules (35), on exprime 

y/d?, en fonction des seules quantités d'indice zéro; car «i, 6|, C| 
sont, au moyen des égalités (36), exprimables par ces quantités. 

Il en est de même pour y/j^o» \/^n, •••• Finalement, le produit 
^x^x>iXzXi^x-^x^ s'exprime par les quantités d'indice zéro; ces 

dernières se réduisent à a, 6, c, «o? ^o? ^oi sfj^i sJxq. Sans altérer 
l'ordre de a, 6, c, ^o? ^oi ^o» si l'on change seulement les signes 
de \Jx ou de \fx'^<, on ne fait, par là, que permuter ^x^ et y/o:©, 
y/a:2 et y/^5, y/^3 et y/^4, avec ou sans changement de tous leurs 
signes : le produit n'en est pas altéré. Il est donc certain que \/x 
et y/^o disparaissent dans Texpression du produit. Si, de plus, 
on permute circulairement a, 6, c ou «o, 6o> Co, ce changement 
produit des échanges entre les indices de X\^ X2, .... La fonction 
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considérée, invariable par les permutations, s'exprime donc ra- 
tionnellement par x^ Xq et les coefficients de l'équation (i5). D'a- 
près cette même équation, la racine carrée du produit de toutes 

les racines x est ± — g\ iy/y» On peut donc conclure que la ra~ 

cine carrée du produit de deux racines s^ exprime rationnelle' 
ment en fonction de ces deux racines, de g2 et de g^, sauj le 

seul facteur irrationnel iy^y» 



Cas où le discriminant est évanouissant. 

Soient ff2=^^^^'') ^3= Sy^, en sorte que le discriminant soit 
nul. Une racine x de Téquation (1 5) est égale à 2 1 y, et nous allons 
tout d'abord porter notre attention sur cette racine. Supposons 
.i? = 2 1 Y, on trouve 

14^2- 1^2= 9,ii.3Y', 
3a7^+.1^2^^-H>.i^3^-H îi^l =211.33.117*; 

on en conclut, par les formules (lO), 

op = 2iy, j= 32.1172, z = ^^-(^. 

L'équation, dont les racines sont a, 6, c, et qui est ainsi 

peut encore être mise sous une forme simple d'après les rela- 
tions (35); on a, en effet, 

(4^) ça = 4a'— i2Y*a— 872 = 4(aH- Y)2(a — 2 y) 

et, d'après (35), en mettant, pour ^ ^t r, leurs valeurs ci-dessus, 

/©a = 2(a ■+- y)\/« — '2 Y = '}.yj'iv^{a — Vï)- 
L'équation (44) peut donc s'écrire ainsi 



ni 



(?-)'(?-')-(î-f)'-«- 



> 
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Si Ton pose 

a _ 10 -h X 

Y ~~ 2 — X ' 
on obtient la transformée 

*(X) = (2X-i-3)2(X — 2)-h7(X-f-2) = 4(X3-hX2— aX— i) = o, 

où l'on reconnaît l'équation dont les racines sont comprises dans 
la formule 

„ 2 771 r 

A = 2 cos • 

7 

De là, conformément à la loi de dégénérescence (t. I, p. a-j), 

abc 3 



ï Y Y ..•».^^ 



sin 



Nous en déduisons aussi ces conséquences, que nous allons em- 
ployer tout à rheure, 

'oa a — 2Y i_^ irrnz 
— 1 = 2 ' — I = - X = cos j 



2 (a -+- y)^ " ~ a-H y " 2 
(45') \ j— / 

\ (a-hY)2 a + Y /Sy 7 

11 n'est pas indifférent d'attribuer au nombre m des valeurs en- 
tières dans un ordre quelconque en correspondance avec a, 6, c. 

Suivant la loi de dégénérescence, les trois angles — sont propor- 
tionnels aux trois arguments elliptiques de a, fe, c, on devra donc 
faire correspondre à a, 6, c dans cet ordre même, les nombres 
I, 2, 4) par exemple. 

Si, au lieu de le supposer nul, on considère le discriminant 
comme infiniment petit, on posera 

(46) ^2 = i2Y^ ^3=8y2— e, 
e étant infiniment petit, en sorte qu'on aura 

(47) ^ = ^2 — '^'IS'l = 27£(i6y3— 0- 

Le premier membre de l'équation (i5), pour s = 0, se réduit, 

on l'a vu, à 

{x — 21 y) (a? -H 3 Y )^* 
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On le complélera par les termes provenant de ^3, et que la 
forme (i5) met en évidence : 

1 X [:c*+ 2.32^2^2-^7(87-'— ÎÊ)a7 -H Î-35y*] = o. 

On pourrait, au moyen de celle équation, trouver les termes 
successifs du développement de la racine suivant les puissances 
ascendantes de e, 

(49) -^"^^'^^-S^s^ :j^-^---' 

et en déduire ceux de <2, 6, c, de '^<7, etc. Tous ces développe- 
ments contiennent seulement les puissances de £ à exposants en- 
tiers, comme il est évident. 

Nous allons maintenant considérer les autres racines de l'équa- 
tion (48). En posant 

on obtient immédiatement 

(5o) a"^ = — •26.34Y4£-f- 

On voit que les développements de ces racines procèdent suivant 
les puissances de £ à exposants fractionnaires. 

Par les équations (16) on trouve, pour y et z, les valeurs li- 
mites Sy- et — Y^, en sorte que la limite de Téquation 

(5i) a^ — xa^-hya — ^ =0 

est (a + y)^= ^ • l®s trois quantités a, 6, c ont, toutes trois, — y 
pour limite. Afin de les distinguer entre elles, il va être nécessaire 
de calculer y jusqu'aux termes du troisième ordre, inclusivement, 
en a. Dans ce calcul, e, qui est du septième ordre, sera considéré 
comme nul. • 

Pour calculer jK> le plus court est d'employer l'équation (i3), en 
l'écrivant ainsi : 

21 (r-ï^O'' + (i4.r2-h 1^2) (j^- -3-^2) +x (4^2 _ 3^2)2 = 0. 



68 TROISIÈME PARTIE. — FRAGMENTS. 

On en déduit, eu égard au degré d'approximation demandé, 



I , I (4xî-3^,)' 



-^'-■3 ^' = -7^. 



/ -ri _i_ a 



l4X=»-+-|^2 



> 



2 

I a^ 



7-h|^î=^6Y2 — ^.ya — H =— 27^— R, 
La seconde formule (16) donne alors 

R2 I R2 

el réquation (5i) prend la forme 

R2 

(an-Y)^— a(«-HY)^— R(aH-Y) — r— =0. 

R R 

Les parties principales des trois racines a + y sont a, , — -— ; , 

c'est-à-dire a, > H- — - --• Il reste à savoir dans quel ordre 

' 11 Y 144 Y 

ces quantités correspondent à a, 6, c, ce que Ton pourrait décider 
par le signe de /, en calculant t par la troisième formule (16). 
Mais il faudrait alors calculer un terme de plus dans^ et nous ne 
reproduirons pas ici ce calcul, auquel on peut suppléer comme il 
suit. 

Supposons Y et e réels, en sorte que les invariants soient réels. 
Pour 2(0 et 2 0)', prenons la période réelle et la période purement 
imaginaire, en sorte que les deux racines x et Xq soient réelles, 
les autres imaginaires. Fixons les idées en supposant ^3 positif, 
c'est-à-dire Y>o. Comme on a ^>^oj c'est x qui se réduit à 
217, tandis que Xq se réduit à — Sy quand e est nul. Pour s infi- 
niment petit, on a o^o =^ — 3 y 4- ao, si l'on suppose 

(52) «0 = — \/26.3*.Y*£, 

cette racine étant prise dans son acception arithmétique. Chaque 
autre racine s'obtiendra par la formule x = — Sy-j-a, où l'on 
aura 

2miTZ 

7 
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Considérons particulièrement Xq, Les quantités a, 6, c corres- 
pondantes sont les valeurs de la fonction p pour les arguments | w , 
fio', I o)', respectivement et dans cet ordre même, en sorte que 
l'on a. a <C b <ic,ll nous faut donc ranger aussi dans l'ordre crois- 
sant les trois quantités 



(O «0, - - -% 






12 Y 144 T'^ 

qui sont infiniment petites, du premier, du deuxième ou du troisième 
ordre. Si e est positif, elles sont négatives toutes trois; elles sont 
alors rangées dans l'ordre qu'on vient d'employer. Si s est négatif, 
les deux extrêmes sont positives et l'ordre croissant est 

12 Y 144 Y^ 

Nous avons supposées positif. Si l'on voulait supposer ^3 néga- 
tif, c'est-à-dire y <[ o, ce serait alors x qui serait égal à — 3 7 + a„ ; 
les arguments de a, 6, c seraient | w, | w, | w, et l'on aurait 
a > 6 > c. En ce cas, a, 6, c correspondent dans cet ordre, aux 
quantités (II) si e est positif, aux quantités (I) si e est négatif. Dans 
lous les cas, on a 

fo = — (a — h)(b — c)(c — a) = — -h 



12 Y 



On en peut conclure que les sept valeurs de t correspondant 
aux sept racines a: = — 3 y -{- a sont 



T a» 

(53; t= 

^ 12 Y 



Examinons maintenant les valeurs de \/'f a, y/cp6j \/^c^ d'après 
les formules (35) : 



I ^ 



— 1 ^ "^ 4 ^' 
t/c& a = 2 \/x \ a 

* \ IX 

Soit a = — Y -{- a'. Les résultats précédents nous donnent 

/^ = 2 v/^^ [a^ — j +. . . . 
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I ce^ r a' 
Les trois quantilés d. h\ d analosriies sont a, > —-. — ; 

— est ésral à 1» On trouve donc 

2 a? ° 72 Y 

Prenons seulement, de ces trois quantités, celle qui est de 
Tordre infinitésimal le moindre. On a vu tout à l'heure que, «^3 
étant positif, il y a deux cas à distinguer pour .Tq, la partie princi- 
pale ao se rapportant à «o + y ou bien à Co-4-y; nous avons donc 

«0 ou Co= — Y-f-ao, V^^p^^o ou /cp Co = 2 / — ^Y^o- 

Considérons maintenant les égalités (36), en bornant les se- 
conds membres aux termes du premier ordre en ao. Pour ce cal- 
cul, a et sj'^a doivent être réduits à leurs valeurs limites, puisque 
les augments de ces quantités sont du même ordre que e. En ad- 
mettant que la partie principale ao se rapporte à «o + y» la pre- 
mière égalité donne 

^_L^ • ^ 1 /v^cpa — 2v/— 3Ya;, 

a -1- ao -r- «1 = - ( — ' ' — 

4 \ a -4- Y — ^0 

_ I cp a I r cp a 2 >J — 3 y sJ^ cl I 

~ 4 (.«H-Y/^ "^ ^ L(^-^ Y> (a-HY)^~J ""'• 

D'après les relations (4^^) ^^ (4->')? le second membre est 

égal à 

/ imiz , . . 2.rmz\ 
a — 2Y -i- ( I + cos dt i sin ) a^ ; 
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le premier membre est égal à a — y + ao + ai, en sorte qu'on 
obtient 

Les autres égalités (36) donneraient, de même, b^ et Cj, qui 

2/W/7C 

diffèrent de 60 et de Co seulement par le facteur e ' , multipliant 
le second terme. Sans nous y arrêter davantage, nous voyons qu'il 
en résulte, par addition, 

(54') Xi = — 3^{ -h 7.oe~ "^ 4- 
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Les égalités (39)à(43) donnent, pour les autres racines x^^i . . . 
des valeurs semblables, qui diffèrent de cette dernière par le fac- 
teur exponentiel. Dans ^e, pî^r exemple, le signe de l'exposant 
est changé; dans x^^ le nombre m, au lieu de se rapporter à «, se 
rapporte à h. Nous retrouvons donc bien ainsi les racines x^ telles 
que nous les connaissons déjà; mais nous pouvons aller au delà, 
en distinguant, pour chacune d'elles, l'exponentielle qui s'y rap- 
porte. 

Supposons y > o, e > o et prenons ^ <f), | co, yw pour les argu- 
ments de a, 6, c; |w', yw', \^^J pour ceux de a^^ b^^ Cq, (o étant 

réel, et to' purement imaginaire. Alors y/'f ^ ^^ -y^ao doivent être 

négatifs. Attribuons à a, 6, c les nombres m=i, 2, 4î alors, 

dans la seconde formule (45'), y iy doit être pris avec sa déter- 
mination arithmétique. Comme ao est négatif, l'égalité 

montre que -y/— - Sy doit être positif; ainsi 
(55) . /— 3Y = 4-iV3Y. 

Le calcul qui a conduit à l'égalité (54') donne donc 

2/TC 

a7i = — 3YH-ao^ ^ • 

Les relations (39)à(43) donnent ensuite, pour chaque racine ^,,, 
le résultat suivant, relatif au cas où A est infiniment petit positif, 
et gz positif : 



(56) 



Supposons, en second lieu, y > o, s < o, avec les mêmes sup- 
positions sur les arguments et les nombres m, La quantité y/3y 
doit être encore prise avec sa détermination arithmétique. On a 
maintenant, suivant l'ordre (II), 



/ iniiz 

a7;t = — 3 Y -H «0 e ' 


(n — 0, I, 2, 3, 4, 5, 6), 


{ a? — 21 Y« 





y/cpco = 2/— 3Yao, 
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qui doit êlre le produit de i par un nombre positif. Comme a© est 

positif, -ry/ — 3y doit encore êlre positif et la relation (55) a lieu. 

Ce n'est plus, toutefois, Tégalité (54) qui a lieu, mais bien l'ana- 
logue où les lettres c remplacent les lettres a. On a donc 

8/7C 

iTi = — 3 Y H- «0 6 "^ • 

Les résultats fournis parles autres égalités analogues se résu- 
ment dans la formule 

%niTZ 



propre au cas où Ton a ^3 >> o, le discriminant étant infiniment 
petit négatif. 

On pourrait faire de pareils raisonnements pour les deux cas 
où y est négatif; mais, ainsi que nous l'avons déjà montré, on 
passe du cas y^o au cas Y<;o, en échangeant x et Xq et per- 
mutant aussi les indices i et 6, 2 et 3, 4 et 5. Il n'est donc pas 
besoin d'y revenir. 

Discriminant de la résolvante. 

Nous avons rencontré trois cas où l'équation résolvante (i5) a 
des racines multiples: le cas A = o, le cas ^2= o, enfin celui-ci 
M = o, 

Chacun des trois facteurs g2j ^î M. figure donc dans le discri- 
minant de l'équation. L'exposant de chacun d'eux est facile à 
trouver. 

Quand g2 est infiniment petit, nous avons reconnu l'existence 
de deux racines infiniment petites, dont la diff(§rence est du même 
ordre que g:,. Le carré de leur différence et, par suite, le discri- 
minant contiennent donc le facteur gl. 

Quand M est infiniment petit, il y a deux racines dont la diû'é- 
rence est du même ordre que M. De là, le facteur M^. 

Enfin, pour A infiniment petit, nous venons de voir sept racines 
dont les différences mutuelles sont du même ordre que a. Les 
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2 1 différences de ces racines donnent, par leur produit, le fac- 
teur a2*5 le carré de ce produit contient le facteur a^^^ Mais a est 
de l'ordre 4 relativement à Tinfiniment petit s et A est du même 
ordre que s. Le discriminant contient donc le facteur A°. 

Ces trois facteurs sont, ensemble, un produit de degré 56 ; c'est 
précisément le double du nombre des différences des huit racines, 
deux à deux. Il en résulte que le discriminant n'a point d'autres 
facteurs; on n'a plus qu'à trouver un coefficient numérique A', en 
prenant kglM^\^ pour ce discriminant. Revenant au cas où A est 
évanouissant, on trouve aisément A", comme il suit : la racine 21 y 
donne sept différences égales à 24 y; les autres racines, deux à 
deux, donnent, pour différences, la quantité a, multipliée par les 
diverses différences des racines de Téquation binôme £^==i. Le 
discriminanfest donc, en ce cas, égal à (24y)*'*a^^j multiplié parle 
discriminant de l'équation binôme. Ce dernier- est — 7'. Mettant, 
pour a, son expression (5o), on a donc 

pour valeur du discriminant. D'autre part, son expression su[)- 
posée devient 

La comparaison fournit A", en sorte que le discriminant de 
l'équation résolvante (i5) est égala — 7^ i^,i^^ g\M.^ ^^] c'est 
un carré, sauf le facteur — 7. La racine carrée du discriminant 

est donc rationnelle et entière, sauf le facteur is/^j' 

Pour reconnaître que ce discriminant n'a point d'autre facteur, 
nous nous sommes fondé sur son degré. On peut aussi le prouver 
autrement, d'après la formule (16). Les cas où s'évanouissent x 
ou \^x^ — \g2 sont, suivant ces formules, les seuls où j^ et ^ ne 
soient pas déterminées sans ambiguïté. Si donc il se trouvait un 
autre cas de racine double ^r, les valeurs Ae y el z seraient doubles 
aussi et deux systèmes (a, 6, c), (a', b\ c') seraient en coïnci- 
dence, circonstance impossible si les fonctions elliptiques ne dé- 
génèrent point. Outre ces deux cas, il n'y a donc de racine double 
que si A est évanouissant. 
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Seconde équation du huitième degré pour la division 

des périodes par 7. 

De même qu'au Chapitre précédent, nous allons calculer une 
autre résolvante, celle dont l'inconnue est t. Le calcul direct parles 
formules (i 6) serait trop pénible 5 les résultats précédents permet- 
tent d'y suppléer. L'inconnue t, fonction algébrique rationnelle 
de X est, comme ;r , racine d'une équation du huitième degré. 
Les formules (16) montrent que t ne devient jamais infinie tant 
que g2 et g^ restent finis; les seuls cas où, de prime abord, t 
semble devoir être infinie, sont, en effet, ceux où s'évanouit soit^, 
soit i4^^ — 1^2^ niais, on l'a vu, t n'y devient pas infinie. Il est 
donc clair que, dans l'équation en f, le premier coefficient étant 
réduit à une constante, tous les coefficients sont des fonctions 
entières de ^o et ^3. De plus, en vertu de l'homogénéité, comme t 
est du degré 3, le coefficient de t^ est du degré 3(8 — m), g2 
et g^ étant comptés comme ayant le degré 2 et 3. 

Nous venons de reconnaître que, pour A = o, sept racines t s'é- 
vanouissent. Ainsi A est en facteur dans tous les coefficients à 
partir du troisième. Dans le coefficient de t^j supposons que A 
entre en facteur avec Texposant /i; on a, en ce cas, 

(-58) G/i;^3(8 — m). 

Supposons A infiniment petit. Nous avons alors sept valeurs 
de t infiniment petites, dont la formule (53) donne les parties 
principales : elles sont de l'ordre 4-, A étant censé du premier 
ordre. 

Le ternie en t' existe certainement, puisqu'une racine t subsiste, 
diflerente de zéro quand A s'évanouit. En substituant à ^ sa partie 
principale, on obtient, pour ce terme, la valeur limite de cette ra- 
cine changée de signe. L'existence des sept racines, dont les parties 
principales sont racines d'une équation binôme, exige que, parla 
même substitution, la partie principale de chaque terme devienne 
infiniment petite d'ordre supérieur à 4> sauf pour le dernier, où 
l'ordre doit être justement égal à 4- Cette dernière condition 
prouve que le terme indépendant de t contient le facteur A% au- 
quel il se réduit, sauf un coefficient numérique. 
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Pour loul autre terme, contenant les facteurs A''^'", Tordre 
infinitésimal est ti-\-\m, qui doit être supérieur à 4- O*^ doit 
donc avoir, d'après (58), 

Pour que cette double inégalité soit possible, il faut qu'il existe 
un nombre entier entre ^m et y m, ce qui a lieu effectivement 
pour m =2, 4 ow 6, mais non pour m= i, 3 ou 5. Les termes 
en t, t^ et t^ manquent donc et les autres contiennent A avec 
l'exposant maximum 4 — \ni. L'équation contient donc les seuls 
termes 

affectés de coefficients numériques. 

Nous avons précédemment calculé cette équation (34) dans le 
cas g2 = o, qui nous suffit, dès lors, pour déterminer tous les 
coefficients numériques. Voici donc la résolvante, à inconnue ^, 

(59) 7^8— '23. 33^3 ^■^— 2.5.7 Af6_ 32.7A2/i— 2.7A3^2_A*=0. 

Discriminant de la seconde résolvante. 

Examinons d'abord la partie principale de ce discriminant, 
infiniment petit, quand A est évanouissant. 

Les 21 différences des 7 racines t infiniment petites (53), 

prises deux à deux, donnent, pour carré de leur produit, ( -j 

multiplié par le discriminant de l'équation binôme £^ = 1; lequel 
est égal à — 7^. En remplaçant ao par son expression (02), on a 

ainsi le facteur 

_ 77(26. 3^YH)^^ 

.;)3 33 2^ 33 

La huitième racine, d'après (09), est égale à g- 3 = — '- — y'K 

Les sept différences de cette racine avec les sept autres, élevées 
au carré, donnent le produit 

r>6.33y3\l'* 

~^) ■ 

I 

Multipliant, entre eux, ces deux facteurs, nous avons, pour la 
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partie principale du discriminant, ^ (a^.S^y's)**. Diaprés les 

égalités (46, 47)? ceci concorde avec la partie principale de 
— - — '-j^ ^2' ^^ * • ^^ conclut de là que, dans le cas général, le dis- 
criminant est précisément égal à cette dernière quanti té, sauf rempla- 
cement de gl' par un facteur se réduisant à g!,'^ quand A s'évanouit . 
Mais, comme on va le voir en revenant au cas ff2 = o? le dis- 
criminant contient le facteur »•*', en sorte que Ton peut conclure, 
pour le discriminant de l'équation en ^, la valeur précise 

(60) _ J.^,2^,)12A2V. 

Remplaçant, dans Téquation (09), A par gl — ^7^3» on pourra 
ordonner le premier membre suivant les puissances ascendantes 
et entières de ^2* Le premier terme, indépendant de ^2? coïncidera 
avec le premier membre (33), obtenu dans le cas g2 = o. Les 
trois racines, qui se réduisent à une seule et même racine triple 
pour g2 = o, ont donc des différences mutuelles du premier ordre, 
au moins, relativement à ^2» Le produit des carrés de ces diffé- 
rences contient donc le facteur g^. Mais il j a deux groupes de 
trois racines se réduisant à deux racines triples. De là le facteur 
^2^ dans le discriminant. C'est ce qu'on avait annoncé. 

« 

Relation entre les inconnues des deux résolvantes. 

Par les égalités (16) on peut exprimer t en fonction de x\ mais 
l'expression inverse de x en fonction de t offre plus d'intérêt. 
Soit ^{t) le premier membre (Sg) de l'équation en t. On peut 
mettre l'expression de x sous la forme 

_ W(t) 

où W est un polynôme entier en t, de degré égal au plus à 6. En 
effet, le degré de W peut être abaissé au-dessous de 8 par le moyen 
de l'équation4> = o. Mais, la somme des racines x étant nulle, le 
théorème d'Euler sur la décomposition des fractions rationnelles 
montre que le degré de W est alors moindre que 7. 

La particularité qui s'offre d'abord, c'est que les coefficients de 



: 
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W sont des fonctions entières de g^ et g^. Voici comment on peut 
le prouver. Soient ^i, ^25 • • • 'es diverses racines t] considérons 
les polynômes, du septième degré en ^, 

On a cette expression de ^*(0î 

jTj, Xoj . • . étant les racines x qui correspondent respeclivement 
à f|, ^2î • • •• Effectivement, ^*(^)> suivant cette formule, est un 
polynôme du sixième degré qui, pour t=toi^ se réduit à ^«^«(^a)- 
iNIais ^a(^a) = ^'(^a); donc ^(0 ^st bien le poljnôme demandé. 
Si maintenant Ton ordonne ^"(0 P^** rapport à i, on voit que ses 
coefficients sont linéairement composés avec ceux de 4>, d'une 
part, et avec des sommes symétriques ^4 i^' + ^2^2 + • • • • Une 
telle somme, absolument comme les coefficients de 0, est une 
fonction entière de g2 et g^. En effet, comme on l'a dit pour f, et 
comme on peut le répéter encore, les quantités ^a'a ^e sont en 
aucun cas infinies, quand g2 et ^3 restent finies. L'équation du 
huitième degré, qui a ces quantités pour racines, a donc pour 
coefficients des fonctions entières, quand le premier coefficient 
est réduit lui-même à être numérique. La somme de ces quantités 
est ainsi une fonction entière. 

Par exemple, la somme S^a^a,? entière et du quatrième degré, 
reproduit gl^ sauf un coefficient numérique; la somme S^a^a? ^e 
même, est proportionnelle ^ glg^* Les coefficients numériques se 
trouvent aisément au moyen de la racine t, qui n'est pas nulle 
avec A ; on a, pour A = o, 

9.3.33 26.33 , 

t= __^3= -y-T^ ^ = 21 Y, 

xt= 26. 3^ Y* = 22.3V2^ 

^^'= —^r-f= -^r-^2^3, 
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(6.) 



\ 2^a^a= (6^2)^ 2^a^a= ^S'^lë'i, 
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Par les mêmes considérations, on voit de suite que la quantité 

(62) 72^«'«-^'^32^«'2"' 

est divisible par A. 

Revenons à W(0 que l'on peut former comme il suit. Nous avons 



Se souvenant que Sj^a^st nul et observant les relations (G i, 62), 
on trouve, de suite, 

^\n = 7(6^2)2 /«-H ^gl A^*-+-. . .; 

le terme en ^^ manque, et tous les autres, sauf le premier, contien- 
nent le facteur A, si toutefois ils existent; c'est ce qu'il faut exa- 
miner. 

Soit n l'exposant de A dans le coefficient de t^. En supposant A 
évanouissant et prenant pour t une des racines infiniment petites, 
on voit que ce terme devient infiniment petit de l'ordre n-\- \in. 

Deux semblables termes donnent ainsi des infiniment petits 
d'ordres différents, /i-hy/zi, n! -^\m'\ car nieiin' sont moindres 
que 7 et ^(m — m') ne peut être entier, quand m et m' diffèrent. 
Gela étant, la partie principale de ^\t) a, pour ordre, le plus petit 
des nombres n-\-\m. D'autre part, le dénominateur <ï>'(^), égal 
au produit des différences de la racine considérée avec les autres 
racines, contient six facteurs de l'ordre 4 ; il est donc de l'ordre^. 
Comme x a une valeur finie — 3 y, le numérateur doit être aussi 
de l'ordre -,* et l'on a, pour chaque terme de ^ {t) contenant le 
facteur \"t^^y la condition 

Mais, à cause de l'homogénéi té, 6 /z -f- 3 m, qui est le degré de A'' t^^ 
doit être, au plus, égal à 22, degré de ^'(^), quand ^2? gz, t sont 
considérés comme étant des degrés 2,3,3. D'ailleurs, 6/2 -h 3 m est 
divisible par 3, donc au plus égal à 21; ainsi 
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A ces deux inégalités satisfait d'abord le premier terme t^; les 
autres combinaisons qui y satisfont encore sont les suivantes A^^, 
A^t^\ à^t. Mais leur degré commun est 21 et elles ne peuvent être 
complétées par un facteur entier en g2 et ^3. Seul donc, le pre- 
mier terme subsiste, et l'on a 

(63) ^^TlMllll. 
On a, suivant (69), 

Faisant l'opération D (t. I, p, 3oo), en considérant, dans D4>, 
t comme une constante, on a, pour chaque racine ^, 

<ï>'(0 D/ -4- D4> = 0, D4> = - 4(6^2)2^". 
Il en résulte que la formule (63) peut s'écrire ainsi 

(64) ^=l^T' 

elle est analogue à la formule (11), trouvée déjà dans la division 
par 5 et nous en verrons plus loin la généralisation. On peut, 
comme on l'a fait dans le Chapitre précédent, retrouver, par cette 
formule, l'expression (60) du discriminant de l'équation en t. 

Nous allons appliquer cette formule au cas où g2 est infiniment 
petit. 

Quand g2 est nul, nous avons trouvé (en supposant ^>:, I>o) 

(65) .r2= 0^5=0, Xi = a^ or, ^3= oltq, 3^4= a^^ro, 0-0= ax, 

a étant une racine cubique de l'unité; x et Xq sont donnés par 
les formules (26). Nous en avons déduit (3o, 82) 

^2 = ^(9-^-^3)^3, ^3 = 1^(9 — ^3)^3, 

/ = ^1=^6 = 1(3 -4-/27)^3, ^0=^3=^4 = 1(3 — v/'Ii")^3. 

Nous avons observé déjà (p. "jô) que les différences mutuelles 
de ^, ti^ t^ ou ùq, ^3, ^4 sont du premier ordre en g2j quand «^2? au 
lieu d'être nul, est infiniment petit. La formule (64) va donner 
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facileraent ces différences. Soit, en supposant Tindice [x égal à o,3 
ou 4, _ _ 

Se rappelant qu'on a D = i2^3 \- -j ffl ^ — ' on en déduit. 

(|uand g2 est infiniment petit, 

puis, suivant la relation (^4) 



L'inconnue \ est déterminée par là. Jl suffira d'écrire le résultat 
sous la forme 



(G5') r=t 



\ 21 ^"3 / 



pour que celte dernière formule s'applique aux six quantités t'^ t\^ 
'o» ^0» 'sî 'i> ^"^ nous affectons d'accents pour les distinguer des 
quantités correspondantes où g^ est supposé nul. Il est entendu 
d'ailleurs que les ^ et .r doivent être affectés d'un seul et même 
indice. 

Cette formule ne s'applique point à t\, et t\^ dont on peut aussi 
trouver, par la même méthode, les seconds termes. D'après l'équa- 
tion (59) en ^, il est visible que t',^ — ^2 et t'^ — t^ sont du troi- 
sième ordre en g^^, et l'on trouve 
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Cas où gz est nul. 

Il est tout particulièrement intéressant d'examiner les relations 
précédentes entre les racines dans le cas où l'invariant ^3 est nul. 

Pour faire disparaître les dénominateurs dans l'équation résol- 
vante (i5), nous prendrons alors ^2=4- Si l'on pose 
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la résolvante s'abaisse au quatrième degré et s'écrit ainsi : 
(66) 5*— 2*. 3. 7$3_2. 33.5.75»— 22.7.235 — 3^.7 = o. 

Le théorème d'homogénéilé (t. I, p. 82), pour le cas g^=io, 

donne 

p{iu)= -puj p'{iu)=z ip'u. 

Si l'on y joint la propriété consistant en ce que deux périodes ont 

un rapport égal à i (t. I, p. 64), on sait d'avance que, a et y/cpa 
étant les valeurs de p et de p' pour une partie aliquote de période, 

il en est autant pour — a et ly/cpa. C'est aussi ce qu'on retrouve 
par les formules (16) : gz étant nul, le changement de ^ en — x 
entraîne celui de 2 en — ^, sans altération pour j^. 

Dans les formules du paragraphe précédent, qui servent à dé- 
duire six racines de deux d'entre elles, nous allons supposer les 
deux racines initiales x et Xq égales et de signes opposés, répon- 
dant ainsi à une seule racine ? de l'équation (66). Nous suppose- 
rons, en outre, ^Xq = — iy/.r, ce qui donne 

a-i-ao=o, b -h bo = o, c -\- Co= o, 

v/cpao= i\f^t V^«?^o= ^V?^) v/^Co= i\l^^c. 

Par les égalités (36, 38), on a 
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(67) ^ _ __ 

2av/«pai = — [a-h ai-T- i(^a — «j)] v^^a, 

avec les analogues, obtenues par permutation des lettres. 

Les égalités suivantes (89) proviennent d'un changement de 

signe sur sjx\ mais, y/^o devant rester inaltéré, il faut ici changer 

i en — /, pour respecter l'hypothèse ^x^ -- — ly/^. 
On a donc 



2a/cpa6= \a -H a^ — i(^a — «e)] Z?^ = — ^\^ -r- ai 4- i{a — ai)] /«pa, 

ai4-a6=o, v^cpa6= iV?^i* 

m. 6 
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Les formules (io) donnent 

(G8) / ' 4\ «-+-^ 

( — (a -+- 6)v^cpa2= (a -h a^)\/^b -+- (6 — a2)i^^ci- 

Les suivantes, après une permutation circulaire de toutes les 
lettres, donnent aussi 

« — 0-1-63= 7 ( '^-^ T-^— ) = — (6 - aH-a2), 63 = — «sj 

4 \ a -t- 6 / 

— (a -h 6)/cp63= («2 — b)yjf^a --h Ca -i- ai)i^(Db, 
(69) a2-+-63— o, v/o63= iVcpaa, 

à quoi il faut ajouter les relations analogues que fournit la permu- 
tation circulaire remplaçant a^ 6, c par 6, c, a ou c, a, 6. 

Les formules (4^) et (4*^) dérivent des précédentes, (4o) ^^ 
(4i) par le changement du signe de y;r, lequel doit ici être accom- 
pagné du changement de i en — «, comme on l'a dit précédem- 
ment; on a donc, semblablement, 

(70} «5-1-64=0, /?«6= ïV?^4, 

avec les relations qui en découlent par la permutation circulaire. 
Nous connaissons maintenant la correspondance des huit ra- 
cines X avec les quatre racines $, savoir : 

(70 { - 

^5 = — 374= V/Ç2, 

X2 = — x^= yj\^. 

D'après l'égalité (67) et ses analogues, on a 

C'est une fonction symétrique en a, 6, c, une fonction rationnelle 
de X, par conséquent. C'est, de plus, une fonction impaire, puis- 
qu'on a ici 

ça = ia{a^ — 1). 
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- On obtiendrait Texpression explicite de Xi par un calcul direct, 
en prenant d'abord 

a^i = — i ( a H- ô -h c — - — j — - ) = — ^-- ( [ — ^ ) 
2\ abc) 1 \ xz I 

et substituant les expressions de y et de xz^ que donnent les éga- 
lités (16). Mais nous suivrons une autre voie, en retenant cette 
conséquence que, en élevant au carré, on a 

y< désignant une fonction rationnelle. Cette égalité traduit une 
substitution qui conduit de la racine ^ à la racine \^, 

Les mêmes circonstances se présentent dans les formules (6*8). 

En développant le carré de y/cp6 — i^'oa et utilisant les équa- 
tions (35), on obtient une fonction rationnelle. Par l'addition de 
trois égalités semblables, nous aurons Xi en fonction rationnelle 
de x^y^ ^, «, 6, c, et cette fonction sera symétrique en a, 6, c. 

Elle est donc, finalement, rationnelle en ^ ; de plus, elle est impaire 
et Ton en conclura 

/o désignant une nouvelle fonction rationnelle. C'est une seconde 
substitution, conduisant de la racine $ à la racine ^o* Cette substi- 
tution est imaginaire. Il est clair enfin que la substitution con- 
juguée conduit de Ç à $3, 

Pour se rendre compte de l'effet de ces substitutions, appliquées 
aux autres racines, il suffit de considérer les arguments elliptiques 
<jui correspondent à ces racines. 

Soient — et — les arguments qui correspondent à x ^\ Xq, 

Ces deux arguments, ici équivalents, correspondent à Ç. En même 

lemps, les deux arguments et correspondent 

1 2 tO -4- 4 W , , I , 

n peut prendre pour 1 argument de x^^ et, par conse- 
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quent, de ^2» La seconde forme, équivalente ici, n'est point 
} argument de «3, mais bien, suivant l'égalité (69), 

> argument de 63. 



Semblablement, on peut prendre pour argument de ^3. 



7 
C'est l'argument de a^. Suivant l'analogue de l'égalité (70), on a 

C5-I- «4 = o, 



et la seconde forme de l'argument de ^3 est 

On retrouve ces mêmes résultats en supposant iù'= ito. On a, 
de la sorte, les égalités 

i — = o, 

7 7 

2 10' -h 12 OJ .20)'-+- 20) 



— l = 20), 



l =20), 

7 7 

8co'-+-4oa> .20)' -+-810 
i =0 0), 

7 7 

qui mettent en relief l'équivalence des deux arguments attribués, 
ad libitum, à chacune des racines Ç, Ç|, ^2, Ç3. 

Avec les arguments -^ et -^- attribués à a et a©? les substitu- 
tions ci-dessus donnent les résultats suivants : 

JT /t\ t J' ^ 2W' 2C0 

/i(ç) = Çi> d argument ■ h —, 

/ / 

/2(Ç) = Ç2, » -—-H J 

7 7 

/. ,i.s ^ 2 0)' 8co 
/3(?) = 53, » -—H 

7 7 

Avec les arguments et , attribues à a» et ««, 

7 7 

elles donneront, de même, 

/i(Çi) d argument i =2 ; 
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c'est l'argument de bo. Ainsi, 
De même, on a 



2a)'-J-ia(i) 2tû'-r~2tû «îîw'-f-ioa) 



/j(5i) d'argument h 2 — =3 , /,(Ji) = J,, 

/. ,^ V 2a>'-M2a> ,2a>^-+-2a) _2w'-i-4w >• />. \ 1. 

/3($l) » h 4 =5 ^-^, /3(Ç,) = ?Î, 

bemblabiement encore, avec les arguments et 

1 ^ 20) , 20)' 

remplaçant — et ~- , on a 

7 7 

/. /?. X j, ^ 4a)'-!-i2to 2to'-+-4w 8a>'-+-4oio ^ /i. v ^ 

/i(Çî) dargument ^^ h z"^^ = :r — ' fi(li)=iz' 

7 7 7 

/î(Sî) » _ i-2 -^^=4 , /î(?î) = Çi» 

- ,w ., 40)'-+-I20) 20)' -^40) 20)' Y- /t , t 

7 7 7 

17 P 1 ^ 2to'-+-8o) ^ 8o)'-h4oo) , . 5tO) ^ 

bnim, les arguments et remplaçant — et 

2 0)' 

, on trouve 

7 

j. ,„ . j, 80)'-l-400) 20)'-f-8o) 20)'-f-40) /. />. \ > 

/,(Ç3) dargument -^ h ^ — 2 ^, /,(Çs) = Çî, 

j. , p. . 80)'-4-400) 20)'-h8o) 20)' /. />. \ >. 

/l($3) » !-2 = — » /î(Ç3)=Ç, 

7 7 7 

-.^. 80)'-|-40 0) ,2 0)'-+-80) 2 0)'-r-20) w / f \ r 

/z{U) » ^-4 = ' /2(Ç3) = Î1- 

Pour achever l'étude de ces substitutions, on doit encore exa- 
miner le résultat de leur succession; il est exprimé par les rela- 
tions symboliques 

fifi = /ifi = fsi fifi "fzfi = fiy yi/s = /s/î = I» 

c'est-à-dire 

/i[/tlU)] = U, /i[/j(U)]=/.(U). •••• 
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On voit, par là, que le groupe complet ne contient pas d'autre 
substitution. 

Il sufflt de jeter un coup d'oeil sur les résultats précédents pour 
reconnaître que la quantité suivante 

Y = ?/,(f;-:-/,(0/3(5) 

ne change point si Ton y remplace Ç par ^^, Ç^ ou Sa- C'est une 
fonction rationnelle de Ç, racine de Téquation (66)5 elle n'a 
qu'une valeur : c'est donc un nombre commensurablc. Nous allons 
le trouver. 

Pour une équation quelconque, du quatrième degré, 

5*-«?'-??*-ïî" = 0, 

soient 

On en conclut 

iJ^autre part, on a 
ou, en d'autres termes, 

En élevant au carré, on en déduit 

Z2(Y2_48) = (2v-aY)2, 
puis, en éliminant Z^, 

(73) (iaY-Y)2=(Y2-45)(YM-ia2-p). 

Cette équation en Y n'est autre que la résultante de l'équation 
en i, d'après la méthode de Ferrari. Ayant Y, on en déduit 



Z=±:v^a2-4f>-H4Y, 
et Ton décompose l'équation du quatrième degré en deux équa- 
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lions du second degré, comprises, toutes deux, sous la forme am- 
biguë 

(74) $«+i(a=hZ)$-4-iY±|(iaY-Y)=:o. 

L'une des équations a les racines Ç et ^i : c'est celle qui correspond 
au signe moins, pris devant Z; l'autre a les racines ^2 et Ç3. 

Dans le cas actuel où il s'agit de l'équation (66) en Ç, la trans- 
formée (73) est la suivante : 

(75) (Y2-U22.3*.7)(Y -4- 2.32.7.29) ^22.72(3 Y — 2.23)2. 

Nous savons qu'elle a une racine commensurable ; cette racine est 
donc entière et nous la trouverons aisément. 

En posant Y = — 2. 7 Y', on aperçoit immédiatement que Y' 
doit être entier et positif. Le résultat de la substitution 

(7Y'2-h3*)(32.29— Y') = 2(3.7Y'-f-23)2 

montre que Y' est impair, en sorte que 7 Y'- +3* est divisible 
par 8. Le second membre est donc divisible par 32 et Y' est de la 
forme ^n ~\-i. En posant Y' = 4 '^ + i ? on obtient 

(14 ^2 -H 7n-h II) (65 — n) — {'i\n 4-11)2, 
ce qui exige 

65 -- n == II (mod7)j n . ^ — 2 (mod7). 

En même temps, n doit être diviseur du dernier coefficient 
i I (65 — II) =^ 2, 33. II . A ces conditions satisfont seulement les 
nombres 12, 33, 54, dont le second est effectivement, et seul, ra- 
cine de l'équation. Voici donc la racine cherchée 

Y:=:-2. 72.19, 

et l'on vérifie sans peine que l'équation (75) se décompose ainsi : 

(76) (Y-f-2.72.i9)(Y2-!-22.7Y-f-22.7.i5i) = o, 

On a ensuite 

|Z2= Y -h 2.32.7.29 = 23.7(65 — n)= -iKy 
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et les deux équations du second degré (74) deviennent 

(77) Ç*— 2(21 H= 8v/7)Ç - 7'-i9 == 2*-> I ^7 ^ o. 

Nous les résoudrons plus loin. Il suffit, pour le moment, de savoir 
que l'une de ces équations, celle qui correspond au signe infé- 
rieur, a ses racines, Ç et Ç< , réelles et de signes opposés, tandis 
que l'autre a ses racines imaginaires, Ç2 et Ç3. 



Distinction des diverses racines entre elles, 

dans le cas ^3 = 0. 

Prenons, pour acj et 2(0', la période réelle et la période pure- 
ment imaginaire. Nous avons, en ce cas, 

(78) a>b>c>i; 

X est réel et positif : c'est la racine carrée positive de la quantité 
positive Ç. Les trois quantités cpa, cpè, (pc sont positives et, d'a- 
près l'égalité (72), -4 est réel et négatif. Soit \^ la seconde racine 
réelle : elle est négative ; on aura 



a?6 



= — a?! = /çi = i >J— %x , 



y/ — \^ étant prise positivement. 

Pour les autres racines, les formules sont plus compliquées, et 
nous allons d'abord transformer l'expression de a2. Additionnons, 
entre eux, les deux arguments \(yl-\-tù) et |(cj' — w) : pour le 

premier, les fonctions p et jd' ont les valeurs by et \/<p6< ; pour le 

second, — C\ et i\I^C\, La somme est égale à 

(120)'— 4w) 

= -> .2(10 -+. lio)); 

I 

c'est, au signe près, l'argument de «2. On a donc 

(79) ^^,-Ci-4-a,= ifv5Iiziiv5£ÏV- 

4\ 6,H-c, y 
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Les relations (67) donnent 



(80) «,=-M«-i 



^^' = '-T' {" -^ i) V " - i' 



en sorte que \/(fa^ et les analogues y/cp6| , vcpc< sont les produits 
de quantités réelles par la même quantité imaginaire t + i, dont 
le carré est 21. Dans le second membre (79), développé ainsi 

c'est donc le premier terme qui est purement imaginaire, tandis 
que le second est réel. Au contraire, dans le second membre (68) 
développé 

c'est le premier terme qui est réel. D'autre part, b — a est réel et 
bi — C| purement imaginaire, en sorte qu'on a 

4 {bx-^c^Y ■+- Ci - ^i = - - ^à-^-èy ' 



i ?^~ ?<^ ^a —b =—^ y/cp^iv^cpct 
4 {a-^b)^ 5 (^i-+-ci)2' 

avec Içs relations analogues, déduites de celles-là par la permuta- 
tion circulaire. On peut donc conclure 

4 (a -h 6)» 4 (oi-T-Ci)« 

ou, en mettant 4«(«^ — i), an lieu de ça, 

^ (g — 6)(a6-hi) (ci — 6i)(Ci6i-4-i) 

* (a -+-6)2 "^ (ci-+-6i)2 

On a ainsi 

372 = U — i V, 

,j _ (g — 6)(a6-n) C6 — c)(6cH-i) (c — a)(ca-^i) 

"" (a-4-6)2 "^ (6-+-c)2 "^ (c"ï^â7* ' 

^.y ^ (qi — 6i)(<2i^>i-4-0 _^ (^1 — Ci)(6iC|-hi) (ci— ai)(ciai + i) ^ 
<,ai-+-6i;2 (,6iH-Ci)2 (,ci-+-ai)2 
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Pour le numérateur de U, 

2:(a — 6) (aô -f- n (6 -h c)* (c -h a)2, 

on trouve aisément l'expression 

— (a — 6)(6 — c)(c — a)(2:a2 62--3a6c2a-+-32:a6-+-2a2), 

montrant que U est une quantité positive, suivant les inégalités 
(«jS). Mais, à l'égard de V, il faut y regarder plus attentivement. 
Transformons d'abord U; posons 

(a-^b)^(b~^cy(c-^a)^ _ 
(â~— ~6)(6— c)(c — a) "~ 
et concluons 

PU ~ y^ -{- xz -^ x^ -i- y. 

Chassons z d'après la relation (i i), puisj^^ par la relation (i3) 
et enfin j^ par la première égalité (i6); nous obtenons ainsi 

ii{yx^ — 5) PU = 5x^-hî5ix'' — '25072-4-117. 

En mettant ai, 6^ Ci au lieu de a, è, c; Çi au lieu de x'^, 
nous aurons donc 

(81) — 12(5 — 7|,)PiVj-=5$î-+-i5i$f — 25Î1-I- 117. 

. La quantité — ^,, dont nous aurons tout à l'heure l'expression 
explicite, est comprise en 18 et 19. Le second membre (81) change 
de signe une seule fois quand — Çi va de zéro à l'infini positif; il 
est encore positif pour — ?i = 20. Il est donc ici positif. D'autre 
part, d'après la relation (80), on a 

(ai — bi)(bi — ci)(ci — ai )^ - /^i-i- ---\ (i-\- —\ (i-^ —V 
{a — b}{b — c){c — a) 8\ «^/ \ ^c/ \ ca/^ 

et les facteurs (a< -h èi)-, ... sont négatifs, en sorte que iP^ est 
négatif et, par conséquent, V est positif. Finalement, d'après 
les égalités (71) et U, V désignant deux quantités positives, 
on a 

( X2= U — i V, X5= u -4- i V, 

(82) 

( 573 = — u -t- i V, 0:4=;: — U — i V. 
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Suivant les égalités (71), ^2 a sa partie imaginaire positive, 2ilW: 
^^2 est celle des deux racines carrées où la partie imaginaire est 
positive aussi. Enfin y/Ça est la quantité conjuguée de ^^^2» 

Formules relatives au cas ^3=0. 

Résolvons l'équation du second degré (77), en observant que 

Ton a 

(21 + 8 v/7)'-T- 72.19 -i- 25.1 1/7 =2/7(13 -h 5v/7)*. 

Il en résulte 



Ç = 2i-h8v/7-+-(i3-f-5/7)v2v/7» 



et cette formule, si Ton y change lesigne dey/7 ^^ ^^ V^v/y? fournit 
les quatre quantités Ç. La séparant en quatre formules distinctes, 
avec l'acception arithmétique prise pour chaque radical, on aura, 
conformément à la définition précise des quatre racines, 

$ = 21 -4- 8/7-+- (1 3 -h 5\/7)v'-V7» 



. îi = 2i-i-8v/7-(i3-5/7)y/2v/7" 
( 06) 



Ç2 = 21— 8/7 -+- i{^\^7 — »3)v'2v/7, 
Ç3 = 21--8 v/7 — ^'(5/7 — i3)v/2/7. 

On a vu plus haut que les x de divers indices s'expriment ration- 
nellement en fonction de l'une de ces quantités. Il en résulte que 

les divers produits y/^ii, \^k^2^ • • • s'expriment rationnellement 
en Ç et, par conséquent, contiepjient seulement les irrationnelles 

y^7 et V2y/'7. C'est ce que nous allons retrouver aisément. On a 
d'abord 

72.19 -h 25.1 I v/7 = i ^7 (19 -*- 7/7)^- 

De la, conformément à l'équation (77)età nos conventions sur 
les acceptions de y/i<, y/i2, \/^z^ 



v/{?i = ^(f9-+-7/7)v/2v/7, 
'^^'^ Uf^=i(r9-7V^)VW7, 
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Cette dernière égalité est d'accord avec le dernier terme de l'é- 
quation (66), comme il convient. 

En prenant les racines imaginaires Y de l'équation (76), on a 

$$3-^-$l?J = — 14 — 24/7^, 

comme les formules (83) permettent de le vérifier. 
Des formules ci-dessus, on conclut 

?ïj+^bH-2/îl7?7|^ = --i4-+-42/7i* = (7H-3iV7)S 

puis, en extrayant les racines carrées, 

/Ki + v/^Ç; = 7-3V7, 



(85) 






Voici comment sont ici fixés les signes dans l'extraction des 
racines carrées des seconds membres. D'après les égalités (71) et 
(82), on a 

U et V étant positifs et, en outre, V > U, puisque U^ — V^, 

partie réelle de ^2» est une quantité négative, 21 — 8y/7. D'ailleurs 

y/f est positive et y/Ç^ == is/ — Ç,, avec y/ — Çi> o. Il s'ensuit d'a- 
bord qu'au premier membre de la première formule (85), les 
parties réelles et imaginaires sont toutes deux positives. D'autre 
part, on a 

/«;- \/ÛÛ= v^ûu -i- i^) - iV-"^(U - iV) 

= u/$-v^/-$;Hr.-(vv/$-uv/-s;). 



Or, en même temps que V > U, on a aussi y^Ç > yZ-^ii ; la 
partie imaginaire est donc positive, et c'est ce qui règle le signe 
dans la seconde égalité (85). 

En prenant, de part et d'autre, les quantités conjuguées, on doit 
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échanger y/Ç2 avec y/$3 et changer aussi le signe dey/^i, ce qui 
donne 

/$T3-/5^= 7-3^7, 

M H- \^ûïi = ■^' (/7 - i) y/ V7. 



(86) 



Autre cas particulier. 

Le cas gz = o, que l'on vient d'étudier, présente cette particu- 
larité que les racines x y sont, deux à deux, égales et de signes 
opposés. Cette même particularité, mais pour une seule paire de 
racines, a encore lieu si l'équation (i5) a une racine commune 
avec cette autre équation 

2. . y 

comme on le voit immédiatement sur la forme (i 4). Résolvant 
cette dernière équation, on a, en faisant g2= 4? 

On a, pour cette valeur de ^-, 



Il en résulte, d'après l'équalion (i4)> 
(8/) ^^ -7.(^5.23^ ^. 

En nous bornant au cas des invariants réels, nous devrons sup- 
poser g2 positif, sans quoi, d'après cette dernière égalité, gz serait 
imaginaire. Ainsi, g2 étant positif, nous avons ici des valeurs 
de ^3, telles que, pour chacune d'elles, il existe deux racines Xy 
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égales et de signes opposés ; elles sont purement imaginaires 



fl 



D'après l'égalité (87), on a 



A 32 / 5 _ 88 



> 



et A est positif ou négatif, suivant que l'on prend le signe supé- 
rieur ou le signe inférieur devant le dernier terme. 

Les deux Tableaux ci-après font connaître, pour tous les cas où 
les invariants sont réels, les signes des parties réelles et des parties 
imaginaires des racines Xm* On suppose choisies, pour 2 o) 
et 2co', la période réelle et la période purement imaginaire : la 
racine ^, toujours réelle et positive, et la racine x^^ toujours 
réelle et négative, sont omises. On désigne par g\^ g\ et g"^ les 
valeurs particulières de g^ signalées précédemment (p. 53 et 93), 
savoir 



•'i^ ^ /5 

^" — —e^, 7^2 4 /'r Q 9.32.11 



La première ^3 est comprise entre les deux autres : elle est 
moindre que g'^\ car on a vu qu'elle fournit un discriminant po- 
sitif, tandis que g\ donne uu discriminant négatif. Elle est plus 
grande que ^'3, comme on le voit immédiatement aussi par la com- 
paraison des valeurs du discriminant, donnant lieu à l'inégalité 

^13 32 / 88 



5.7^ 7^\ slî 

Cette inégalité se vérifie le plus facilement, si l'on y remplace ^'7 
par la réduite |, approchée par excès. 

On suppose g^ constant; g^ varie de — 00 à 4- 00. Dans le pre- 
mier Tableau g^ est négatif; le discriminant est donc toujours né- 
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galîf. Dans le second Tableau, le discriminant est positif quand g^ 

varie de — l/ ( Ç ) ^ -h i/^ ( ^ j ; il est négatif en dehors de ces 

limites. Voici le premier Tableau, où Ton a juxtaposé les racines 
imaginaires conjuguées x^ et Xa, x^ et ^4, ^2 et œ^ : 



I. — ^2<o. 



g. 


^. 


^« 


X, 


^* 


X 

•i 


^s 


-h 00 


— 


— -4- 




+ -\- 











— 


« -r- 


+ 


4- -4- 


— -1- 


— — 


— oc 


4- — 


_f_ _|_ 








— + 





On voit, sur ce Tableau, deux signes pour chaque cas : le pre- 
mier signe est celui de la partie réelle, le second celui de la partie 
imaginaire. Ainsi, la première indication 0-3 =-(-00, ^| = — 
exprime 'que x^ , pour ^3 = -|- oc, a la forme — a — /'^ où a et |3 
sont positifs; X2^== o exprime que x^ est égal à zéro. On a men- 
tionné, outre les valeurs extrêmes ^3 = zb 00, la seule valeur inter- 
médiaire ^3= o, pour laquelle les parties réelles de x^ et de Xf^ 
s'évanouissent en changeant de signe. Pour aucune autre valeur 
de g^y il n y a changement de signe dans la partie réelle ou la 
partie imaginaire d'une racine. Ces changements, on Ta vu précé- 
demment, se produisent seulement pour les valeurs de g^ incom- 
patibles avec l'hypothèse ^2< o* Nous allons trouver ces valeurs 
particulières dans le second Tableau que voici : 
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II. — ^1 > O. 



g^ 


^, 


X 


X 


^. 


^, 


^s 


-h 00 




— -h 


-h — 


-1- -f- 


o o 


O o 


m 

gz 


— — 


— 4- 


— 


O -r 


— 4- 


— — 




— — 


— -hO 


— — 


— 4-0 


— 4-0 


— — o 


m' j 


^4 


^, 


^s 


^. 


^. 


^-. 




— -ho 


— — o 


— -ho 


— — 


— — o 


1 

1 

— 4- o 


gz 


— 


— o 


— -+- 


— — 


— — 




n 

gz 


— — 


— -+- 


-h 


— 




— 4- 


o 


_^ __ 


-+- 


-4- 4- 


-h — 


— 


o 4- 


gi 


o - 


-+- 


-h -h 


4- — 


4- — 


4- -+- 


-gz 


-+- — 


-+- -h 


-f- 


4- O 


4- — 


4- -f- 




' -h -o 

1 


-r- +0 


4- —0 


4- 4-0 


4- — 


4- -f- O 


-m 


^a 


^s 


^r 


^, 


X, 


^z 




-I- -^o 


-+- — 


-4- -1-0 


4- —0 


4- 4-0 


-t- — O 


-gz 


-+- 


— 


-h -+- 


4- — 


4- 4- 


-t- 


00 


— -¥- 


■ ' 


+ + 


4- — 


o 


O o 



Examinons d'abord la partie supérieure de ce Tableau, celle 

qui est relative aux valeurs de g% comprises entre 1 / (C^) et -i- oo, 

et pour lesquelles le discriminant est négatif. Les valeurs extrêmes, 
pour ^3 = + 00, sont les mêmes que dans le Tableau précédent, et 
conformes à ce qui a été dit (p. 09). Les valeurs des racines, pour 

^3 = 1/ (y) » au cas du discriminant négatif, ont été étudiées 

(p. 72) : les parties imaginaires sont nulles; mais, en les considé- 
rant comme infiniment petites, on a relaté leurs signes par la no- 
tation + o ou — o, indiquant un infiniment petit, positif ou né- 
gatif. Entre ces valeurs extrêmes de ^3, nous avons trouvé la' 
valeur intermédiaire g\^ pour laquelle deux racines conjuguées 
sont purement imaginaires (p. 94), sans savoir toutefois quelles 
étaient ces racines. Mais, aux extrémités, x^ et ^4 sont les seules 
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racines où les parties réelles aient changé de signe. Ce sont ^3 et 
jCji les racines dont il s'agit. 

Nous dirons plus loin pour quelle raison les indications rela- 
tives à chaque racine sont portées, dans la suite du Tableau, à des 
colonnes différentes. 

La partie inférieure du Tableau correspond aux valeurs de ^3 

comprises entre — l/ (Ç^) ^^ — '^* ^^ l'obtient au moyen de la 

partie supérieure, par le changement du signe de ^3, et en outre 

(p. 58), 

l remplaçant a^i, iPe, ^2» ^3> ^4» ^5> 

( par —^6, —^1, — ^3, —^2» —^5, — ^i. 

La partie moyenne du Tableau correspond aux discriminants 
positifs. Les résultats relatifs aux valeurs extrêmes, ainsi qu'à 
g^3=zo, ont été trouvés précédemment. Pour ^3 = ^'3, deux ra- 
cines conjuguées deviennent égales entre elles et leurs parties 
imaginaires changent de signe : la considération des signes des 

parties imaginaires, pour ^3 = 4//^) et pour ^3=0, montre 

que ce changement de signe concerne ^4 et ^3. C'est de la même 
manière que Ton trouve les racines devenant purement imaginaires 

pour gz^= g"z' Entre ^3=0 et g^=^ — i/ l^\ , les résultats se 

déduisent de ces derniers par les changements (A). 

Il n'y a aucune continuité entre les fonctions elliptiques quand 
le discriminant change de signe. Mais les quantités Xm-, fonctions 
algébriques de g^, sont continues. C'est leur continuité qui est fi- 
gurée dans le Tableau par la disposition des colonnes verticales. 
D'après les égalités (56) et (Sy), donnant, toutes deux, l'expres- 
sion approchée de chaque racine pour g^z=^i/ l~\ , et relatives, 

la seconde, aux valeurs supérieures, la première aux valeurs infé- 
rieures de ^3, on voit que la même racine dénommée Xm dans la 
partie supérieure du Tableau doit être dénommée x^^m dans la 
partie moyenne, l'indice ^m étant d'ailleurs pris aux multiples 
près de 7. Pour connaître ensuite les indices relatifs à la partie 
inférieure du Tableau, il faut faire d'abord la substitution (A), puis 

m. 7 



n 
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diviser chaque indice par 4> et faire, de nouveau, la substitu- 
tion (A). Par ces opérations, Tindice m de la partie supérieure, 
devenu ^m dans la partie moyenne, est changé successivement en 

— - — ) — > i6m. Ce dernier nombre, qui se réduit à 2/w 

4/n lo/n ^ 

(mod 7), est égal à l'indice demandé. Ainsi, par exemple, une 
même racine de l'équation (i5), quand ^3 varie de 4-00 à — 00, 
est successivement dénommée x^^ Xj^ et x^* 



Généralités sur la division des périodes par un nombre 

premier. 

Nous allons passer en revue quelques-unes des propriétés, re- 
connues précédemment dans la division des périodes par 5 et 
par 7, et qui peuvent être étendues à la division par un nombre 
premier quelconque. Soit n ce nombre premier. Les /i»^"«« parties 
de périodes, c'est-à-dire les arguments dont le produit par n faît 
une période, étant pris pour arguments de la fonction jd, font 
acquérir à cette fonction des valeurs en nombre ^(/^^ — i). Ces 
valeurs de p peuvent aussi être définies comme étant les racines 
d'une équation algébrique i|>„=o (t. I, p. 99); mais l'analyse 
employée ici les fait trouver d'une autre manière. Soit a l'une 

fi. Cl) 

d'elles, répondant à l'argument — > 2(0 étant une période quel- 

conque. Aux multiples de cet argument répondent d'autres valeurs 
de J3, analogues, que nous désignons par è, c, rf, . . . , comme 
nous l'avons fait au début de ce Chapitre. Entre a, è, c, rf, ... 
nous avons vu comment on peut former des équations algébriques. 
Ces équations, dans leur ensemble, sont entièrement symétriques 
relativement à a, è, c, rf, . . . , et c'est là une propriété essentielle, 
qui n'aurait point lieu si n n'était point un nombre premier. Mul- 
tipliant, en effet, une /i»^™« partie de période par les nombres'!, 2, 
3, . . . (/2 — i), on obtient, quand n est premier, de nouveaux 
arguments qui sont, eux-mêmes, des /i»«™*« parties de périodes et 
dont les différences, deux à deux, ne peuvent être des périodes : 
en prenant donc, pour lettre initiale, 6, c, ... au lieu de a, on re- 
trouve, dans un autre ordre, toutes ces mêmes quantités. Au con- 
traire, quand n n'est pas premier, il existe, dans la suite i , 2, 3, . . . , 
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(/i — i), des Dombres qui ne sont pas premiers avec n : en multi- 
pliant, par un tel nombre, le premier argument, on n'obtient pas, 
à proprement parler, une n}^^^ partie de période, mais un argu- 

ment — ? m étant un diviseur de /?. La quantité 6, qui répond à 

cet argument, ne peut évidemment remplacer a dans l'analyse 
qu'on vient de rappeler et les équations, dans leur ensemble, pré- 
sentent une dissymétrie. Nous n'avons pas à insister sur ce point, 
pour le moment; nous voulons supposer, pour /z, un nombre pre- 
mier. La symétrie des équations conduit à prendre, pour incon- 
nues, des fonctions symétriques de a, 6, c, rf, ... ; ce seront les 
coefficients x^ x\ x" , ... de l'équation 

(88) a'*—xa'*-'^-\-x'a^-'^ — x"a'*-^.,, = o, 

admettant a, b^ c^ d^ ... pour racines. Son degré v est égal à 

1/ \ 1 \ 2rto ,2(/i — r)to , ^ , 

J-(/i — i); car les arguments et -^ donnent une seule 

et même valeur à la fonction p. Dans la division par 5 et par j, 
nous avons mis x^ y, z au lieu de x^ x\ x". 

On pourra choisir, pour inconnue, le premier coefficients. Il 
sera fourni par une équation algébrique, et les autres coefficients 
x' ^ x^' ^ . . . s'exprimeront en fonction rationnelle de x. Le degré de 
l'équation résolvante en x est égal au nombre des groupes analogues 
ka^ b^c^ dj , , , , Deux groupes ne peuvent avoir aucun terme com- 
mun ; chacun comprend | (/i — i) termes et l'ensemble en contient 
j ( /i^ — i). Le nombre des groupes est donc /z H- i ; tel est le degré 
de la résolvante en x^ et nous avons trouvé effectivement les degrés 
6 et 8 dans les cas /i = 5 et /i = 7, 

La résolvante en s a pour coefficients des polynômes entiers 
en g2 et g^ quand le premier coefficient est réduit à l'unité; c'est 
ce que, dans un langage abrégé, on exprime en disant que x est 
une fonction algébrique entière. En effet, d'après la forme de 
l'équation d/,^ = o, toutes les quantités a, 6, c, . . . sont des fonc- 
tions algébriques entières; il en est donc autant de la somme de 
quelques-unes d'entre elles. La même propriété a lieu pour x' . 
x" , .... C'est ce qu'on voit aussi par la considération du cas où le 
discriminant est évanouissant, seul cas où l'on pourrait craindre 
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que :r pût devenir infini. La série à double indice (t. T, p. 366) 



^" u'i'^^\_{u~-wy^ (v«J 



donne, pour ce cas, un renseignement immédiat. Supposons, en 
effet, infinie une période aw', tandis qu'une autre, aco, reste finie. 
Alors iv^ qui est une période quelconque 2/nw -f- 2/n'a)', est infi- 
nie, sauf quand on prend /n'= o. De même, si l'on suppose 



2 A' o) -4- 2 A:' 0)' 

u = , 

n 



u est infini sauf si l'on ak' = o. Il suit de là, en premier lieu, que 
les diverses quantités p sont représentées chacune par une 

série simple, la précédente où u = > et où (v.prend toutes les 

valeurs 'xmiù. En second lieu, toutes les quantités J3 

où A' n'est pas nul, se réduisent à l'unique série simple — ^ — ^ 

où w prend les valeurs s/nto. 

Ainsi, quand le discriminant s'évanouit, toutes les quantités a, 
6, . . . restent finies; en outre, dans tous les groupes, sauf un seul, 
elles prennent une seule et même valeur. Outre que nous recon- 
naissons, de la sorte, la nature entière des coefficients de la résol- 
vante, nous voyons encore que, le discriminant s' é^^anouissant , * 
la résolvante a une racine multiple d^ ordre n. Voici le moyen le 

plus simple de connaître cette racine. La série — ^~i' valeur 

commune de toutes les quantités a, un seul groupe excepté, ne dé- 
pend point de n» Considérons donc le cas /i = 2. Le discriminant 
s'évanouissant, deux racines ^a deviennent égales entre elles; leur 
valeur commune est celle de la série. En supposant, comme pré- 
cédemment (46), 

e étant évanouissant, on a, pour la racine double du polynôme 
45^ — g2S — ^3, la valeur — y. C'est donc — ^[n — ')Yà quoi se 
réduit la racine multiple. Comme d'ailleurs, vu l'homogénéité, la 
somme des racines xest nulle, on a immédiatement la racine simple : 
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le discriminant s^ évanouissant, la résolvante en x se réduit à 

( 89) [^ - i /^(/i — i) y] [^ -f- i (/i - i)y]« = o. 

A cause de rhomogénélté et delà forme entière des coefficients, 
on connaît, par cette voie, les premiers termes de l'équation en x^ 
à savoir ceux où le degré n'atteint pas 6. Il suffit, pour les obtenir, 
de faire, dans le développement du premier membre (89), les sub- 
stitutions 

à quoi l'on doit joindre encore celle-ci 

ï' = (r2^2)H^3. 

Quant aux autres termes, il y subsiste des parties encore in- 
connues. On aura à faire, par exemple, les substitutions 

ar, ^, . . . étant des coefficients numériques, que cette analyse ne 
peut donner. 

Soit maintenant à trouver, pour un discriminant infiniment petit, 
la partie principale de 



K n 



Employons, à cet efiet, le développement de pw en série trigo- 
nométrique (t. I, p. 4^6) en y prenant 

U = > flr = e w . 

n ^ 

On a, de cette manière 

i TZn 2Ar/7C 2A-' 

g O) — g /i qn ^ 

Sin2 = ( COS I =— -le n gn^^ n g n ^ ^ ] 



(2rn/ci 

e " 
... 



COS = -\e ^ g ^ -t- e ^ a "/. 

o) 2 ^ -' / 
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Si l'on suppose k'^^(n — i), la partie principale du dévelop- 
pement provient du terme non compris dans la série et Ton a 

p 



( -r- -'• = - e « g" 



Si k' est supérieur à ^(/2 — i), mais inférieur à /i, condition né- 
cessaire à rexistencc du développement employé, c'est le premier 
terme de la série qui fournit la partie principale. Au surplus, on a 

/ , 2k0i -^-9.k'0i'\ / 7. k U) -h '3L k' 0)' \ 

^("'" n )=^( n j' 

et le second cas peut être ramené au premier. Se souvenant que 
TjOj se développe suivant les puissances, à exposants entiers, de y-, 
en cette sorte 



-2 



(90) T,tO= _ (l — 2472-h..,), 

on conclut 



P 



n \aj/ \ 12 ^ 



Le premier terme conduit, comme il convient, à la valeur limite 
— V, comme il apparaît déjà par l'expression asymptotique trouvée 
dès le début du tome I (p. 27) 

2aj\2 _ '2^2 _ T 

D'autre part, la partie principale de A est 

/ - \ 1 2 

que l'on doit comparer à l'expression (47) 

A = 2*. 33735 -h.... 

11 en résulte 

1 z 



(9O 7'^ 



'^ 4 (l'^T 



1 






n 



r I c -\n tii_ 

L4 (i^y;*.! 
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SOUS la réserve que le nombre positif k' ne dépasse pas T,{n — i). 

De même que, dans les cas /i= 5 ou n= 7, on peut toujours 

distinguer, dans chaque groupe a^ b^ c^ . . . , une fonction p 

portant sur un argument de la forme — ^-— , et le nombre [x 

caractérise le groupe. Les arguments, dans ce groupe, ont ainsi 

la lorme — ^^ ' — » r prenant les valeurs 1, 2, ..., ^(/i — i). 

Pour le premier d'entre eux, k' est égal à l'unité et /:= [jl. Si l'on 
pose donc 

on a manifestement 

(93) ^[JL-+- y(/î— i)Y = «oe « H- 

Quant à la racine x^ qui correspond aux multiples de — > elle 



donne lieu à un calcul un peu différent. En supposant u=^ - — > 

on a, par la même série trigonométrique (t. I, p. 426), limitée au 
premier terme 

p = _ ) / î— H 2ûr2 cos ^ 

4 sin^ — 
n 

En prenant A* = 1 , 2, . . . , ^ (/i — i), faisant la somme et rem- 
plaçant "/jw par l'expression (90), on obtient 




X 



=(i)"(^-^-"'')- 



où S désigne la somme 



sin- 
n 



qu'il n'est pas besoin de chercher, puisque nous connaissons déjà 
la valeur limite de ( - ) et de x. On a donc 
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Employant mainteDant la série suivant laquelle se développe 
g2{^' I) P- 44^)j la limitant au terme en q'^ et mettant 12^2 au 
lieu de ^27 ^^ a 

( ~ j\ 3y)-= I — '2^.3.5^2-+-.. .. 
On en conclut 

^ ( - ) =1 — 23.3.5flr2...; 

par conséquent 

X = 2n{n — i)y — i2n(5n — 6)y^^-^-..- 

Enfin, suivant la relation (91), 

I I £ 

(94) x — - n{n — i)y — -n{5n — (j) 



C'est eflectivement ce qu'on a trouvé tout autrement (49) pour 
le cas /z = «j. 

Les deux relations (98), (94) fournissent, entre les coefficients de 
la résolvante en ;r, deux conditions. Sans y insister, nous remar- 
querons qu'elles suffiraient, par conséquent, à compléter, dans le 
cas /z = 7, cette résolvante dont deux termes seulement ne sont 
pas, à l'avance, déterminés au moyen de la forme symbolique (89). 

Revenons à l'égalité (93) pour en conclure une propriété du 
discriminant de la résolvante en x^ ainsi que nous l'avons fait, au 
cas /i = 7 (p. 78). Nous avons n racines dont les différences mu- 
tuelles sont infiniment petites, du même ordre que ao. Le carré 
du produit de ces différences donne le facteur ao avec l'exposant 
n(n — ï), c'est-à-dire, suivant (92), e avec l'exposant n — i. Le 
discriminant contient donc le facteur A'*~*. 

On peut aller plus loin en cherchant la partie principale de ce 
discriminant. Par le même raisonnement que plus haut (p. 78), on 
voit que cette partie principale est un carré, sauf un facteur nu- 

mérique, ( — i)^ /i", discriminant de l'équation binôme du 

^ième degré. 

Le discriminant de la résolvante contient d'autres facteurs : son 
degré doit être, en eff^et, ni^n -h i), d'après l'homogénéité; tandis 
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que A""~* est seulement du degré 6(n — i). Le facteur qui subsiste 
est donc du degré /i(/i-}-i) — 6{n — i) = [^ — ^)(^ — 3)- C'est 
un polynôme entier en g2 et gz, que l'on peut décomposer ainsi 

^^2^3 (^3— A^2 /^/(^3-- A^2 VjlY' • . . 

Supposons infiniment petit un de ces facteurs, que nous dési- 
gnerons par p. 

Soit X la valeur limite, commune à plusieurs racines ^, au 
nombre de m, quand (3 s'évanouit. Prenons une de ces racines x 
et envisageons le développement de a: — X suivant les puissances 
ascendantes de p. Ce développement, comme on sait par une 
théorie classique, peut contenir des puissances, à exposants frac- 
tionnaires, de j3. 

Soit m le plus petit commun dénominateur des exposants et 
soit posé p = p''". Le développement de ^ — X contient seule- 
ment des puissances de P', à exposants entiers ; pour chaque va- 
leur de p, il y a m valeurs de j3' et autant de valeurs correspon- 
dantes de X — X : il y a donc m racines x représentées par le 
même développement. 

En même temps, les autres fonctions symétriques x\ x'^, .. ., 
qui s'expriment rationnellement par g2^ g^ et x^ se développent 
aussi suivant les puissances ascendantes de j3', à exposants entiers 
et chacune d'elles présente m valeurs qui sont égales entre elles 
quand (3 s'évanouit. Parmi les n -{- 1 équations (88), il en est 
donc m qui coïncident entre elles pour p r-z o. 

Mais, sauf le cas A = o, les ^{n- — i) valeurs de a, 6, ... sont 
toutes différentes. 

Donc le nombre m est nécessairement égal à l'unité. Ainsi, 
pour chaque racine multiple X, d'ordre [jl, on a [jl développe- 
ments de X — X, distincts entre eux, suivant les puissances as- 
cendantes de (3, à exposants entiers. Dans le produit des carrés 
des différences des racines x^ (3 apparaît donc avec un exposant 
pair. De là cette conclusion, où l'on tient compte de ce que A'*~* 
est lui-même un carré, n étant impair : sauf le facteur 

(—1)2 /l, 
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le discriminant de la résolvante est le carré d\in polynôme 
entier en g 2 et ^3, à coefficients comniensurables. 

Dans ce dernier polynôme, on peut, a priori, reconnaître les 
facteurs g^ et g^. 

Soit, en général, un polynôme entier en g^ et ^3, présentant 
l'homogénéité requise, c'est-à-dire homogène et du degré M, 
quand on affecte les degrés 2 et 3 à ^2 et ^3. Si ce degré M n'est 
pas multiple de 6, les facteurs g^ ou g^ existent comme il suit : 



M = I ' 




^2^3, 


M ^.2, \ 




gty 


M -3, -, 


(mod6) 


gSj 


M-4, 




gh 


M -5, ' 




glgZ' 



Ici l'on a M = | (n — ^)(/i — 3) et /i est premier. Voici donc 
les cas possibles : 



/i= I, i 




M-^i, \ 


n- 5, 1 

• 

n -. 7, 


(mod 12), 


M = = 3, j 
M ^^ 4, i 


n i- 1 1 ; 




M-o;) 



(mod G) 



Ainsi, dans les cas suivants. 



n^== \, 



(95) < 71-^5, > (mod 12), 

le discriminant contient les facteurs 

gif 
gl 

La racine double qui existe, dans l'un quelconque de ces cas, 
lorsque g2 ou g^ s'évanouit, est toujours égale à zéro. Soit d'abord 
g2 = o. L'équation en x ne contient plus que des termes de degré 
pair. Si une racine x est multiple, il en est autant de la racine 
— X, La première, comme on l'a vu plus haut, apporte à la racine 
carrée du discriminant un facteur g^, d'exposant entier. 
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La seconde apporte le même facteur. Si donc il existe une 
racine multiple différente de zéro, à cette racine et à son opposée 
répond un facteur gl^ dans la racine carrée du discriminant. Mais 
ce facteur, s'il existe, rentre dans la forme générale du polynôme 
en gl et gl^ qui, multiplié par ^3, fournit la racine carrée du dis- 
criminant pour les deux premiers cas (gS). Le facteur supplémen- 
taire gti ne peut appartenir qu'à une racine multiple et nulle. On 
peut ajouter cette remarque : dans la résolvante, le dernier terme 
est de degré pair Ai-hi. Contenant le facteur ^3, il le contient 
nécessairement au carré. Ainsi, quand n a la forme /\n! -\-\ (ce 
sont les deux premiers cas ci-dessus), le dernier ternie de la 
résolvante contient le facteur g\^ comme on Ta vu pour /i =; 5. 

Soit, en second lieu, «•2 = o. Les exposants de x^ dans les 
termes qui subsistent de la résolvante, sont en progression arith- 
métique de raison égale à 3. Ici (premier et troisième cas ci-des- 
sus) /z a la forme 6/i'+ i ; le premier exposant est 6/i'-H 2, le 
dernier est 2. Il existe donc la racine double ^ = o. On peut 
ajouter la remarque suivante ; les racines x^ infiniment petites 
avec ^2î sont infiniment petites d'ordre entier. Le dernier terme 
de la résolvante, quand gi n'est pas nul, contient donc le fac- 
teur g^ avec un exposant supérieur à l'unité. Mais le degré de ce 
terme est 6/i'H- 2; donc, quand n a la forme 6'/z'+j, le der- 
nier terme de la résolvante contient le facteur g\^^ comme on 
l'a vu pour /i = 7. 

Ces deux remarques, appliquées au cas /zr=i3, par exemple, 
font connaître le facteur g\g\ dans le dernier terme de la résol- 
vante ; ce dernier terme est ainsi connu complètement, son coef- 
ficient numérique étant donné par la forme symbolique (89). Ce 
dernier terme est ainsi 

- 13. 6i*Yi* =- 13. 61* ('|-'y('^y=- 13.310^2^1. 

Nous avons à examiner les relations qui lient, entre elles, les 
quantités a, 6, c, rf, ..., répondant à une même racine x. Ces 
relations, dans les cas /i = 5 et /i^-j, ont été trouvées par le 
théorème d'addition. Il est clair qu'on peut les trouver aussi par 
les formules de multiplication, en exprimant que 6, c, rf, ..., 
sont les valeurs de la fonction p pour les arguments doubles, 
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triples, etc. de l'argument correspondant à a. Ainsi, les quantités 
a, 6, c, <7, . . . sont rationnellement exprimables en fonction de 
l'une quelconque d'entre elles, 

A ce sujet, la première question est de savoir comment a, ft, 
c, rf, ... s'échangent quand on met, à la place de a, une autre de 
ces quantités, fr, c, . . ., dans/i^/2^ f^i-, .... 

Désignons par r une racine primitive du nombre premier /i, 
c'est-à-dire un entier tel que ses puissances i, /•, r^, ..., r"""^ 
soient, à des multiples près de ^, égales aux nombres i, 2, ..., 
{n — 1), dans un certain ordre. On sait, par les éléments de 
l'Arithmétique, qu'il existe de telles racines primitives. Parmi les 
puissances de r, celle qui a l'exposant |(/i — i) est égale à l'unité 
négative — i, quelle que soit la racine primitive r, en sorte que 

les puissances i, r, r^, ..., r* reproduisent les nombres i, 

2, ...,|(/i — i), aux signes près. Comme la fonction p est paire, 
le signe de son argument est indifférent, et l'on peut poser 

lin-Z) 

n ^ n ^ n ^ n 

Chaque quantité se déduit de la précédente au moyen de la mul- 
tiplication de l'argument par r et a se déduit aussi de la dernière, 
/, de la même manière, puisqu'on a 

r^ B= — I (modn), == . 

n n 

Tl est donc évident que les échanges entre a^ b^ c^ d, . , ,^ ainsi 
rangés, se font par vole de permutation circulaire. 

Cet ordre de a, b, c^ d^ ... n'est pas unique : il change avec /•; 
mais nous n'examinerons pas comment. 

Comme p{ru)y par la formule de multiplication, s'exprime en 
fonction rationnelle de jdw, b est une fonction rationnelle de a, 

c est la même fonction de ^, Cette propriété, comme on le 

sait, permet la résolution de l'équation (88) par radicaux; cha- 
cune des quantités a, bj , . . s'exprime explicitement par la somme 
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de radicaux d'indice |(/i — i). C'est ce qu'on a vu dans le cas 
71= 7. Ainsi, quand une racine x de V équation résolvante est 
connue, les quantités correspondantes a^ b^ c^ . . . sont expri- 
mables par radicaux. 

Quand on considère seulement a, 6, c, rf, ..., c'est-à-dire les 
valeurs de la fonction paire p, les signes des arguments sont in- 
diflférents. Il faut, au contraire, les définir, quand on veut envi- 
sager les valeurs de p', avec les quantités \'(fa, \<fbj . . ., suivant 
la notation des Chapitres précédents, 

Pour les nombres premiers n, de la forme n = /^n' — i (comme 
7, il, 19, . ..), il convient de prendre les arguments précédents, 

en alternant leurs signes; ce sera donc — , multiplié successive- 



20) 

n 
ment par 



I, — r, r2, — r3, ..., et /'2(«'-i). 

De cette manière, on passe de chacun au suivant en le multi- 
pliant par — r et, par cette même multiplication, on passe du der- 

1 

nier au premier, puisque, on Ta déjà dit, r^ reproduit — i et 
que ( — i)^ est ici égal à — i . Soit alors 

P(^")=/(pw) 

la formule de multiplication par /'. On en déduit 

p'(ru)= y,p'uf'(pu) 
et, par conséquent, 

b =/(«), ^ob=— ^/'(a)/^. 

En prenant semblablement les formules de multiplication par 
les divers nombres 1,2, . . , , ^(n — 1), on exprimera les quantités 

^cpc, y/cp ûf, ... sous forme du produit de ycpa et de fonctions ra- 
tionnelles de a. On en déduira 

(96) ^(fa(fb,,.ol = F(a) (v/»«)^ = G(a) y/'fâ, 
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et G(a » est une fonction rationnelle, puisque ^(n — 3) est un 
nombre pair. Le produit 

(07 ) sa.cô.sc. . .5/= X- 

symétrique par rapport aux racines de (88), est une fonction ra- 
tionnelle de X. En permutant circulairement les lettres, on a, pour 
le cas n-=^ ^n' — i , 

(98; Grajv/?« = G(6)/f6... = /\, 

où G et X désignent des fonctions rationnelles. 

Pour les nombres premiers /?, de la forme ^n'-^\^ cette ana- 
lyse ne peut être employée : quel que soit le choix des arguments, 
ils ne s'échangent point entre eux par voie de permutation circu- 
laire. Nous allons le montrer. 

Désignons par a, ^, . .., A des quantités, toutes égales à ±1, 
chacune avec un signe déterminé. Les arguments, de quelque ma- 
nière qu'on les choisisse, seront entre eux comme les nombres i, 
2, . . ., T,{n — i), multipliés respectivement para, p, . . ., X. Soient 

\''ja, \'^b, ... pris avec les signes qui se rapportent au choix i, 

2, . . ., \[n — 1). Pour le choix adopté, on devra prendre ayoa, 

[3y '^/>, ..., Ay^'^/. Multiplions tous les arguments par un même 
nombre entier m. Soit r un des nombres 1,2, . . ., ^(/i — i). Le 
produit mr, aux multiples près de n, est égal, soit à r', soit à 
n — /•', /•' désignant un autre nombre de la même suite i, 2, . . ., 

|(/i — i). La quantité c, qui se rapporte à l'argument • est rem- 



n 
'ir' iji 



placée par une autre c', se rapportant à l'argument ; y ^^'oc 

est remplacé par dzyy^pc', avec le signe plus ou moins, suivant 
que mr a la forme z*' ou la forme n — r' . Disons que yv?^ ^^^ 
remplacé par yi y y/(p c'. 

S'il y a permutation circulaire pour le choix des arguments 
adoptés, les formules (98) ont lieu, sauf multiplication des pre- 
miers membres par a, p, . . . , ).. Il en résulte que les diverses quan- 
tités fiYv'fc' doivent reproduire les diverses quantités yy^yc, 
soit telles quelles, soit changées de signe, toutes à la fois; en 
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d'autres termes, on a Y^y^ey', la quantité ambiguë £ = db i 
étant la même pour chacun des nombres r considérés. 11 J a 
^(/i — i) de ces derniers. Le produit des quantités y^ est donc 

égal à e* 

Tout ce raisonnement s'applique aux deux cas n= ^n' ± i ; 
c'est maintenant que les deux cas se distinguent. On sait, par les 
éléments de la théorie des nombres, qu'on peut choisir m, de telle 
sorte que le produit des quantités y^ soit, à volonté, H- i ou — i . 
C'est -h I, quand m est résidu quadratique de /z; c'est — i, quand 

m est non-résidu. Or, si /i a la forme ^n' -\- i, e^ est toujours 
égal à -h I. L'hypothèse, en ce cas, est donc impossible et c'est ce 
qu'on voulait prouver. 

Dans les deux cas n = ^nJ ± \y quand on a choisi, pour lui 
assigner la lettre initiale a, l'une des racines de Téquation (88) 

et qu'en outre on a pris ad libitum le signe de y/ 'fa, les autres 
quantités b^c, . . . V^?^^ V^f^î • • • ^^^*' entièrement déterminées, en 
fonction rationnelle de a et de v^?^? par les formules de multi- 
plication. Ce système a, 6, c, ..., y/fa, \/'fby y/cpc, ..., ^ étant 
donné, a ainsi n — i déterminations distinctes, tenant au choix 

de û et à celui du signe devant y/'cpa. 

Dans le cas n = ^n^ — i , si l'on se donne a priori \e signe de 

^/X, on fixe, par là même, le signe de \^'f <^, et le système n'a plus 

que ^(n — i) déterminations. Se donner ainsi le signe de y/X, 

c'est ce qu'on appelle s^ adjoindre l'irrationnelle y/X : par cette 
adjonction le nombre des valeurs du système est réduit de moitié. 
Dans le cas n = ^n'-\-i^ une réduction analogue s'obtient 
aussi, mais différemment. Reprenons l'égalité (96) en observant 
que j(/i — i) est alors pair, pour en conclure 

G(a) = v/X, 

G désignant encore une fonction rationnelle etXla fonction (97). 
Permutant les lettres, on a yy 6, ..., y/f /? — V^?^ ^^ ^^^^ ^^ 
^/opa; . . . , y/f /• On en conclut 

(99) v^X = G(a) = — G(b) = G(c) = — G{d) = . . . . 
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Si Von se âonnc a prior île signe de \'X.^ une quelconque des ra- 
cines ne peut plus être prise pour a : le choix ne porte plus que 
sur la moitié de ces racines, celles pour qui la fonction G est 

égale à v^X, tandis que les autres donnent, pour G, la valeur 

— y/X. Il y a donc à choisir seulement {-{n — i) valeurs pour a-, 

le signe de \'fa est ensuite ad libitum. Ainsi, dans le cas 

n = j\n' -\- I , le nombre des valeurs du système a, 6, . . . , y^cja, 

y/'^6, . .. est réduit de moitié par l'adjonction de la même irra- 
tionnelle que dans le cas n = /\n' — i. Mais, dans un cas, la 

réduction porte sur les valeurs de v'?^> s/'f ^î ••• > dans l'autre, 
sur celles de a, ^, c, . . . . 

Nous abordons maintenant Pétude de la manière suivant la- 
quelle, deux racines x et Xq de la résolvante étant données, les 
autres s'en déduisent. Nous supposerons, pour le raisonnement, 
les arguments de a, 6, c, . . . choisis, dans tous les cas, comme il 
a été dit pour le cas /?=4^' — i? c'est-à-dire en progression 
arithmétique de raison — r, /' étant une racine primitive de n. 
C'est pour l'uniformité que nous adoptons ce choix; car, au cas 
n--/\n^-hi^ la raison r ou la raison — r reviennent au même, 
puisqu'alors — r est racine primitive comme r. 

Les deux systèmes a, b^ . . . , \/''fci^ \/^b, ... etao, 6oi • • • ^ y/'f ^o? 

y/cp6o,... ont chacun (n — i) déterminations; nous choisissons 
l'une d'elles et, par les formules d'addition, nous composons les 
systèmes analogues, correspondant aux autres racines. En dési- 

gnant par — 1 argument de a et y/îûa, par — celui de Uq et y cpaoi 
nous définissons a^, et \/''fci^ par l'argument %v^y 

Tous les autres arguments se déduisent de là suivant la loi 
qu'on vient de rappeler. De cette manière, on trouve «i , ô^ , c^ , ... 

^ oUi , V <f 6< , V'f ^i j • • • exactement par les mêmes formules (36, 38) 
que dans la division par -j. En additionnant «1,6^,^^,... on ob- 

tient^i exprimé rationnellement par a^, b^, ... Œq, boj . . . \/^ci^ . . ., 
c'est-à-dire Xi exprimé explicitement en fonction de x et de Xq 
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par radicaux, puisqu'il en est ainsi de «< , 6| , .... Ainsi , en 
fonction de deux racines de r équation résolvante , on peut 
exprimer explicitement les autres racines par radicaux. Nous 
disons les autres; il est évident, eu effet, que Tambiguïté des 
systèmes a, 6, ... se reproduit dans l'expression de X\ , de manière 
à fournir toute autre racine x^ par la même formule : c'est l'exa- 
men de cette ambiguïté qui va précisément nous occuper. 

On peut remplacer, dans tvjj., le nombre |jl par un autre, don- 
nant le même reste que [jl dans la division par n. On peut admettre 
la même généralisation dans les indices de ^, a, 6, ... , mettre 
indifféremment, par exemple, les indices — i , — 2, ... au lieu de 
n — i , n — 2. C'est ce que nous ferons. 

A l'égard de la permutation remplaçant <2, 6, ... par 6, c, . . . , 

on peut réunir les deux cas n--^nzïii^en disant que y/cpa, . . . , 

Y/'cp6 sont remplacés par y/^6, . . ., et ( — 1)^ Vf ^- ^' ^'^^ ^^^'' 
cette substitution dans les équations (36, 38), les arguments qui 

répondent à a^ et \/cf a, , à 6^ et \/'ob\ , . . . , sont successivement 



, , 

Il n n 



c'est-à-dire tv._r, — rw_ri r'W_r, .... Le dernier enfin est égal à 



9 r -(n — 8) r(« — 3) 1 



Mais on a 



n 



(_r)5"-"^(_,f"-" (mod«), 



en sorte que ce dernier argument est égal, sauf une période, à 

Ainsi, en permutant une fois le système a^ b, . . . , on obtient, 
par les formules, a_r-, b_r', ... au lieu de a<, 6^, .... En per- 
mutant plusieurs fois le même système, on obtient des systèmes 
ci^-i fr|x? • • -7 toujours dans Tordre a, b, . . ., avec les valeurs i, 

— r, /••^, . . . ( — rY de l'indice [jl. Si, dans toutes ces fornuiles, 
III. 8 
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on change les signes de y(j>a, y^^, . . . , on obtient, encore dans 
Tordre a, 6, . . . , les zi(n — i) autres systèmes correspondant aux 
autres valeurs de l'indice [jl. Tons les systèmes a^^ b^,^ . . sont 
ainsi obtenus par la seule permutation du système a, è, .... 

La permutation du système «o? ^o? • • • remplace, de même, 
l'argument w^ par 

r -:(«-3i 1 

- — ■ ? 

. n n 

en sorte que les formules (36) donnent, au lieu de ai, la quan- 

tité b avec l'indice /-^ , et, avec ce même indice, c au lieu de 
&4, .... Une seconde permutation donne, avec l'indice r"~^, c au 
lieu de «4, .... Si maintenant on ajoute «<, 6^, ... pour former 
Xx^ voici les résultats : la permutation du système a, è, ... a pour 
effet de multiplier l'indice x^ par — r; celle du système a^, 6o? • • • 

a pour effet de multiplier cet indice par r* . En outre, le chan- 
gement du signe .de y ça, Vf ^j • • • » ^" ^^ V^'f^o r V^T^o ? • • • se 
traduit aussi par un changement de signe pour l'indice de x^. On 
peut exprimer les mêmes conclusions en termes plus frappants, 
comme il suit : La permutation du système a, b^ , . , multiplie 
r indice par — r; celle du système «oi boi • • • multiplie l^ indice 



par •: le changement du signe de \/''fa^ . . ., ou desj^a^^ 

multiplie V indice par — i . Il est, en effet, convenu que la nota- 
tion des congruences s'étend aux fractions, en sorte que l'on peut 
écrire indifféremment 

7*2 ^ — 1 OU r^ ^ (modn). 

r 

Si avec x on s'adjoint y^X, on peut, au cas /i = 4'*' — "? per- 
muter le système a^ b^ . . , ^ mais non changer les signes de.y/coa, 

Il reste donc seulement les substitutions dans lesquelles les in- 
dices [JL sont multipliés par i, — r, r^, . . .. Ces derniers sont les 

résidus quadratiques de n. Mais les puissances de ; sont ces 

mêmes résidus. Ainsi, au cas n^= ^n' — i, si l'on s'adjoint y/X et 
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\/Xo 7 il reste seulement les substitutions qui multiplient les indices 
par un résidu quadratique. On parvient évidemment au même 

résultat en s'adjoignant seulement le produit \/Xy/^Xo : ceci résulte 

des formules mêmes, où chaque quantité sjoa apparaît toujours 

multipliée par une analogue y/'f «o» 0^^ peut le reconnaître aussi 
comme il suit : soit £ = i ou £ r= — i suivant qu'on change, ou 

non, les signes de \J^a^ .... Un changement dans le système tz, 
6, . . . a pour effet de multiplier l'indice par ( — r)^£. Un chan- 
gement dans le système «o, ^o? • • • multiplie ce même indice par 

( — - j £. La quantité ambiguës est la même, de part et d'autre, 

puisque le signe de y X y/Xo doit rester invariable. Dans la multi- 
plication, qui résulte de là, s disparaît donc. 

Au cas a^= ^n! -\- i, l'adjonction de y/X laisse subsister seule- 
ment la permutation où a, fe, c, d^ e,/est remplacé par c, rf, e, 
y, . . . , et celles qui en dérivent; à quoi il faut joindre le change- 
ment des signes de y' 'fa, .... Il reste donc la multiplication de 
l'indice par r-, par — ;•-, et par leurs puissances. Ici encore, ces 
nombres et leurs inverses sont les résidus quadratiques de n, et la 
conclusion est, de tout point, la même que dans le cas précédent. 

Nous allons voir maintenant l'expression définitive et extrême- 
ment simple de cette irrationnelle adjointe y XXq. Considérons 
les racines x^^ à l'exception de x et de ^Tq, et prenons leurs diffé- 
rences deux à deux. Soit (jjl, v)=: ^r^^ — ^v une de ces différences. 
Si [JL -|- V n'est pas congru à zéro, nous pouvons grouper ensemble 
les quatre^différences ([jl, v), ( — [Ji, — v), ([jl, — v), ( — [jl, v). Nous 
avons des groupes A de quatre différences; le nombre de ces 
groupes A est | (/i — i)(/i — 3). En outre, nous avons ^(/i — i) 
différences B, de la forme (jjl, — jjl). 

Chacune des substitutions que nous avons à considérer s'effec- 
tue en multipliant les indices par un même nombre. Dans ces 
substitutions, la distinction des différences, sous les noms A et B, 
est respectée. Un groupe A se change en un autre groupe A', une 
différence B en une autre différence B'. 

Le produit de toutes les différences constituant les groupes A 
demeure invariable par toutes les substitutions considérées, sans 

adjonction de y/X ni de y/Xo. C'est dire que les formules font 
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apparaître ce produit comme contenant a, 6, . . . , ciq^ Ôq, . . - sous 
la forme rationnelle seulement, et de telle sorte que ce produit 
reste invariable par les permutations circulaires de a, è, . . . et de 
<2oî 60? • • •• Il suffit d'ailleurs de se reporter aux formules pour 
vérifier Texactitude de ce fait. Ce produit peut donc s'exprimer 
sous la forme F(a, ao), où F est une fonction rationnelle; mais on 
peut, indifféremment aussi, remplacer, séparément, a et Oq par 
b^ Cj . . > ou boy Co, .... C'est donc une fonction symétrique, sé- 
parément, de a^bjC^...^ ainsi que de «o? ^o? ^o? • • • ? etj P^^ 
suite, une fonction rationnelle de x et de Xq. 

Le produit des différences B n'a pas la même propriété. On a, 
par exemple, 



X-i—Xi 



- o r /?«o v^ , y/ ? hp v/96 1 



et, de même, chaque différence B contient, à tous ses termes, le 

produit d'une quantité y cpa, . . . par une quantité y/yao? • • • • Dans 
le cas n =4^' — i? chacune de ces différences, en vertu des éga- 
lités (98), apparaît donc comme formée du produit de y^XX© par 
une fonction rationnelle de a, . . . , «o, • . . . Le nombre de ces dif- 
férences est ^(n — i), nombre impair : c'est donc le produit de 

y/XXo par une fonction rationnelle. Cette dernière reste inaltérée 
par les permutations des deux systèmes a, fe, . . . et ao, 6©, .... 
Donc, enfin, le produit des différences B est égal à une fonction 

rationnelle de x et de Xq, multipliée par y/XXo. C'est aussi ce qu'on 
peut trouver en observant que le produit de différences 

(-I,I)(/•,--/•)(-/'^^î)..., 

en ce cas 71 = ^n! — i, reste inaltéré quand on multiplie lous les 

indices par — r ou par ? mais que, le nombre des facteurs 

étant impair, ce produit échange son signe quand on multiplie tous 
les indices par — 1 . 

Ce dernier mode de raisonnement peut servir aussi dans le cas 
n=^ ^n! -\- i^ où la multiplication par — i laisse ce produit inal- 
téré; il en est autant de la multiplication par z^, /•*, . . ., tandis 
que la multiplication par — r échange le signe : en effet, le der- 






, 
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nier facteur se change en (i, — 1), tandis que chacun des autres 

se change en celui qui le suit. Le même fait a lieu pour y/X, 
comme on l'a vu par les équations (99). Le produit considéré est 

donc égal à yX multiplié par une fonction de a, .6, . . ., inalté- 
rable dans toutes les substitutions envisagées. 11 est de même le 

produit de y/Xo par une pareille fonction de «<>, 607 • • •• Donc 
enfin , dans les deux cas n = i n'± i , le produit des différences B 

est égal à v/XXq multiplié par une fonction rationnelle de x 
et de ^Oî ^^i pctr suite, il en est autant du produit de toutes 
les différences A.et^, 
Soit ^[x) le premier membre de la résolvante en x. En multi- 

pliant le produit précèdent par > on obtient le produit de 

toutes les différences des racines x^ ^o? • • • -. ^u.i prises deux à deux. 
C'est la racine carrée du discriminant de la résolvante. Or on a vu 



quecetteracinecarréeestrationnelle,sauf le facteur y ( — i)^ n. 

En conséquence, y/XXo est le produit d^une fonction ration- 
nelle de gît gz't x^ Xç^^ à coefficients entiers, par la seule irra- 



.i(«-i) 



tionnelle \ ( — 1)* /^. 

Les résultats qu'on vient d'établir permettent de reconnaître ra- 
pidement si une fonction donnée de x^^ x^, . . . peut être expri- 
mée rationnellement en x et Xq, Cherchons, par exemple, à 
accoupler les indices, de telle sorte que la combinaison 

(100) XçiX^-\~ X^fX^-^, , . 

puisse s'exprimer ainsi. En multipliant tous les indices par un 
même résidu quadratique, on devra reproduire les mêmes couples, 
dans un ordre d'ailleurs quelconque. Il faut donc, en premier lieu, 
que l'on ait 

(3 ^ pa, 8 ^ pY, . . . (mod/i); 

en d'autres termes, que le rapport des indices, dans chaque couple, 
soit constant. Si le rapport constant p est résidu, a et pa sont, en 
même temps, tous deux résidus ou tous deux non-résidus. Chaque 
couple est alors composé de deux résidus ou de deux non-résidus. 
Ceci n*est possible que dans le cas où n a la forme ^n' -\-ij puisque 



L 
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» 

le nombre des résidus, égal à -*- (/i — i), doit aussi être pair. Soit h 
le plus petit exposant positif donnant p^ i^ i (mod/i). On aura 
nécessairement les couples d'indices 

(I,p), {^,^^\ (p2,p3^ ..., (pA-2,p/.-l), (pA-1,,); 

d'où la condition p ^ p^~*, c'est-à-dire p^ ^ i et, par conséquent, 
p ^iE — I. La seule combinaison possible est donc 

(loi) X^X-x-\- XftX-%-\-,, ., 

qui reste inaltérée quand on multiplie tous les indices par ua 
nombre quelconque, résidu ou non. C'est donc une fonction ra- 
tionnelle de X et de ^oj cle^2 et de ^3, à coefficients entiers, sans 

adjonction dey//2. Nous l'avons considérée déjà au cas /i = 5. 
Elle a évidemment la même propriété quand /i a la forme ^n^ — i ; 
mais — I est alors un non-résidu, et elle rentre dans la catégorie 
qui reste à examiner, celle où p est non-résidu. 

Ce second cas n'offre aucune difficulté. On prendra tous les rési- 
dus a, a', a'', .... A chacun d'eux on adjoindra son produit par p, 
formant ainsi tous les non-résidus. Les ^ (/i — i) couples, obtenus 
de la sorte, constituent, pour chaque p, un ensemble unique, satis- 
faisant aux conditions requises. Si, en effet, on multiplie tous les 
a par un même résidu m, on reproduit les a dans un autre ordre. 
Chaque couple (a, pa) se change alors en un des autres (a', pa'). 
On a donc bien une fonction rationnelle de x^ ;ro, ^2» ^3 ^t de 

y/ dt a. L'adjonction de cette irrationnelle est indispensable. Si, 
en effet, on change le signe de cette irrationnelle, il faut, en même 
temps, multiplier tous les indices par un non-résidu /n'. Dans cette 
multiplication, m'a est non-résidu et m'pa est résidu. Soit donc 

m'pa=p. Le couple (a, pa) se change en celui-ci (P, -fij, de 

même définition, mais répondant, non plus à 0, mais à -. Ainsi, 

P 

avec chaque non-résidu p, on peut former une combinaison 
unique (100), qui soit une fonction rationnelle de x^ .Tq, gi^ gvi \ 
les coefficients de cette fonction sont des nombres entiers, sauf 

r irrationnelle \ n( — i)^ . La combinaison semblable, for- 
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mée avec -> se déduit de la précédente par le changement du 

signe de cette unique irrationnelle. 

Pour avancer encore dans l'étude de ces fonctions, examinons 
ce qu'elles deviennent si Ton y échange x et Xo. Parmi les chan- 
gements d'indice qui correspondent à cet échange, figure celui de 

chaque indice en son inverse. En eflfet, l'échange de a et y/'^a avec 
ÛQ et v'«p«o remplace 

'liiù' -^ IJLtO ) 
Wu = ■ 

^ n 

par. 



\ a. 



2 ( UW -h (0 ) ' \ UL 

^ =: '■ — ILW\ . 

'' '^ il 

En considérant toutes les substitutions qui peuvent être faites 
sans échanger x et Xq^ on voit que, de la manière la plus générale, 

l'échange de x et de Xq se traduit par le changement de [jl en - ? v 

étant un nombre indépendant de [jl. 

Il importe de savoir si, dans ces échanges, le signe de l'irration- 
nelle adjointe doit être conservé ou changé. Examinons cette 

question pour le changement de [ji en -• Considérons, de nouveau, 

pour ce but, les produits de différences, comme nous l'avons fait 
précédemment (p. 1 15). Parmi les groupes A, on peut distinguer 
ceux où Ton a jjiv ^ 1 ; le produit des quatre différences d'un tel 
groupe reste inaltéré par le changement de chaque indice en son 
inverse. A chaque autre groupe A, on peut adjoindre celui qui lui 
correspond par les conditions [^[Jt-'^ i, vv^e:^ i. On voit donc que 
le produit de toutes les différences A reste inaltéré. Parmi les dif- 
férences B, on peut également adjoindre à ([jl, — jjl) cette autre 

> et le produit en reste inaltéré. La différence (f, — i) 

fait exception, mais elle reste inaltérée elle-même. Enfin, s'il 
existe un nombre y. satisfaisant à la condition [^^^^ — i (mod /i), 
la différence (jjl, — [jl) se reproduit, changée de signe. Ceci arrive 
si /ï a la forme ^n' -{-i, et dans ce cas seulement. Le produit des 






-(/!- 3 



différences A et B se multiplie donc par ( — 1)^ .Or nous 

avons vu que ce produit, multiplié par^ — Xq et par une fonction 
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symétrique de x et de ^o? est égal à l'irrationnelle considérée. 
Comme x — ^o^ dans la substitution, échange son signe, on peut 
conclure ainsi : quand, échangeant x et x^^ on remplace 
chaque indice par son inverse, on doit, en même temps, miilti- 

plier l irrationnelle \ n{ — ly par { — i/ 

Considérons la fonction (loo), formée avec le non-résidu p, 
nous avons 

6 = V^,,(_,)Ï'"-". 

La fonction analogue, formée avec-> a l'expression conjuguée 

P 

XdXoi -T- a7yJ7y H- . . . = ^{Xj Xq) X(^' ^o)^' 

P P 

Prenons les inverses - et — des indices accouplés dans la pre- 

a pa ^ '^ 

mière combinaison. Comme - est résidu ainsi que a, le couple 

est un de ceux qui se présentent dans la seconde combi- 
naison. On passe donc ainsi de la première à la seconde par le 
changement de l'indice en son inverse. Ce changement, on vient 
de le voir, doit être accompagné de l'échange de x et Xf^ et de la mul- 
tiplication de 6 par ( — i)^ . On a donc 

— l n — 1 i 

d'où résulte, les fonctions 4* ^^ X étant rationnelles, à coefficients 
entiers, 

— I n —3 \ 

'^{x, Xq)^ '^{xo, x), i{x, a7o) = ( — i)*^ x(^o, ^)- 

En conséquence, if est symétrique en x et Xq \ y^ est symétrique 
aussi, sauf, dans le cas /i = 4/^'+ i? le facteur x — Xq. 

Exemples, — Nous mettons, pour abréger, une seule lettre f, 
♦|, . . . qui représentera une fonction rationnelle de x^ Xq-, g^^ gzy 
à coefficients entiers, et symétrique en x, Xq. 



\a pa/ 



CHAPITRE II. I2Î 

/i == 5 ; résidus i ,4 î non-résidus 2,3. 

Xi X^ -T- X^X^ ■=rr: J^ 

XxX^-\-Xi,x^ = <j^ -^ ix — a?o)^i /5, 

371373-+- 3^4372 =^ (^ — ^o)'}'l V^^' 

/i = j ; résidus i, 2, 4 î non-résidus 3, 5, 6. 

37, Xf, -+- 372375 -f- 374 373 = /, 

37,3-3 — 0^2^6-^^4^5 = 4'-^^'i /— 7» 

3:',3-5-f- 375373-^3:43^6 = 4^— ^'l /— 7- 

71 —. II ; résidus i, 3, 4? «^^ 9 \ non-résidus 2, 6, ^^ 8, 10. 



37, 372 -^~ ^3 ^6 
37,376 -+-3:-3.r7 



374377 -4-37537J -i-3"9.r2 =/, 



-0^43:8-^37537,0-1-379377 — t}^ -J- (};, y'-- II, 



x^^x^ -h 3:5373 -i-o:93:,o — 4^ — tj^iv/— II, 



.ri377 -f- 3^33:10-1- 374 376 -h 3:5373 — 379.r8 = O — cp, y/- • I I , 

3:, 378 -1-3733:2 -r- 3:43^10-1- 375377 -+-3793:6 = Cp — cp, y/— lI• 
/^r=I3; résidus i, 3, 4j 9» '^? ï^ î non-résidus 2, 5, 6, 7, 
8, II. 

37,372 -T- 3:33:6 H- 374 378 -h 379375 -h 37,0 3:7 -^37l23',l — 6 H- (37 — 3"o)0i /l3, 
O:, 377 -f- 373 3^8 -I- 374 372 -f- 3:9 37, , H- 37, q 3^5 -4- 37, 376 =0 — ( 37 -f- 37o ) 0, y/lS , 



Examinons encore les changements qui s'effectuent entre les 
indices quand on remplacé x^ par ^,. On peut obtenir ce chan- 
gement en remplaçant w' par w'-f- co, c'est-à-dire 

2 ( w' -f- Lto) ) 2(w'-i- O) -^ aw) 
iVj, = —^^-^ par ciP^pt+i = '^^— , 

en ajoutant donc une unité aux indices o, 1,2. . . . , [n — i), dont 
le dernier devient ainsi zéro. Si l'on fait précéder et suivre cette 
substitution de celles qui laissent en place les deux racines ini- 
tiales, si donc on multiplie l'indice primitif [jl par un nombre 
arbitraire v et l'indice transformé par un autre nombre arbitraire 
v', on voit que le changement de Xq en ^,, de la manière la plus 
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générale, s'effectue au moyen d'une substitution linéaire, rempla- 
çant |JL par/>[jL -h/?'? où/? et/?' ne dépendent point de [jl. 

Considérant seulement le changement de (ji en jjl -f- i , voyons si 
l'irrationnelle adjointe doit être, ou non, changée de signe. Ran- 
geons, dans chaque différence x^^^ — Xy, les deux lettres, de telle 
sorte que l'on ait [Ji<^v, les indices étant supposés o, i, 2, ..., 
n — I . Cette disposition n'est pas altérée par le changement de [x 
et de V en [jl -H i et v -h i , sauf pour le cas ^ =z n — i . Mais, pour 
cette valeur de v, il y a /i — i différences, correspondant à [jl = o, 
1 , 2, . . . , (n — 2) ; donc point de changement dans le signe. Enfin 
les différences œ — ^^^ se reproduisent les unes les autres. Donc 
enfin le produit de toutes les différences reste inaltéré. En répé- 
tant la même opération, on peut conclure ainsi : Quand, en rem- 
plaçant Xq par x^^ on augmente tous les indices de [jl unités, 

l'irrationnelle \j± n reste inaltérée. Par exemple, dans le cas 
/^ n^ -y, on a simultanément 



X^Xj^-v-X^Xq-x-X^X^ - '^{x,X^)-i-^i{x,X^)^ — 7. 

Nous sommes en mesure de connaître les substitutions qui ac- 
compagnent le changement de x et de Xq en deux autres racines 
quelconques. 

Soit à remplacer x par Xh et Xq par Xk. De la manière la 

plus générale, ce résultat s'obtient en remplaçant — et — par 
rsvfi et swk, r et 5 étant deux entiers quelconques, c'est-à-dire 

w' par r(w'-f-A'w), 
w par s{iù' -\-h^^i), 

Alors co'-i- [jLto est remplacé par 

r(a)'-HÂ:to)-H \Ls{tii' -\- hiù) ■— (5[ji-T-r)w'-f- {hs\L ~- kr)(ji. 

Si l'on pose 

( 1 0'2 ) V ^ — ( mod n ), 

on voit que iv^ est remplacé par (^[jl +- /')fVv, donc x^ par x^. La 
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substitution linéaire et fractionnaire (102), prise suivant le mo- 
dule Ai, traduit donc tous les changements qui peuvent accom- 
pagner le remplacement de x par Xh et celui de x^ par Xh- 

On remarquera qu'il faut prendre yi = od pour obtenir v = h. 
C'est pourquoi la racine x est souvent affectée de l'indice 00 . 

Voyons enfin ce qu'il advient de l'irrationnelle adjointe, lors de 
la substitution (102). Posons successivement 

' ' 5 {JL ' S ^ ' 

Ce nombre v coïncide avec celui qui donne la formule (102). 
Nous l'obtenons par une suite de substitutions rentrant dans les 
tvpes étudiés jusqu'ici. 

La première et la dernière, on vient de le voir, n'altèrent pas 
l'irrationnelle adjointe. La deuxième et la troisième multiplient 
cette irrationnelle par 4- i ou par — i , suivant que — i , pour la 

première, et > pour la troisième, sont résidus quadrati- 
ques ou non-résidus de /i. Il y a donc multiplication par + i ou 
par — I suivant que — ^^ est résidu ou non-résidu. En multi- 
pliant par 5-, c'est le caractère quadratique de rs{h — k) que l'on 
aura à considérer. Enfin, si, au lieu de mettre h et k en évidence, 
on écrit le second membre (102) sous la forme d'une fraction 
du premier degré quelconque, on peut énoncer ce théorème gé- 
néral : 

Quand on échange entre elles deux paires de racines, tous 
tes changements d^ indices se font au moyen d\ine substitution 
linéaire fractionnaire prise suivant le module n, en sorte que 

tout indice [jl est remplacé par ^-^ — ^ (modn), les nombres 

entiers /?, q, p\ q' étant indépendants de [jl. U irrationnelle 
adjointe conserve ou change son signe suivant que le détermi- 
nant de la substitution {pq' — qp) est résidu quadratique de 
n ou non-résidu. 

Cette dernière partie de la proposition, en d'autres termes, si- 
gnifie que, dans les substitutions envisagées, le produit de toutes les 
différences {x^ — ^v)? y compris [ji = 00, conserve ou change son 
signe suivant le caractère quadratique de pq — qp' , Elle prend 



'i 
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son origine dans les idées précipitamment éhiises par Galois; elle 
a été trouvée par M. Hermite (* ). 

Dans le cas n = 5, nous avons démontré qu'on a 

(lO) ) xxo-h XiX^-^ XiXi= /{x, Xxi) —f(xi,xi,) —/( 375,375). 

Il s'agit de reconnaître s'il existe d'autres cas où, en ajoutant le 
terme xXq à l'une des sommes (100), on obtient ainsi une fonc- 
tion qui reste invariable quand on y remplace a: et Xq par deux 
racines accouplées dans la somme ou conjointes. 

Soient a, pa ces deux indices conjoints, en sorte que, rempla- 
çant X et Xq par Xol et XpoL^ on doive voir la somme 

O ^^ XX{) — r~ Xq^Xqq^~t~ 37q37 û ~+~ . • • 

rester inaltérée, chaque couple se transformant en l'un des au- 
tres. Observons d'abord qu'on peut supposer x remplacé par Xa. 
ou par ^pa, Xq étant, en même temps, remplacé par la racine con- 
jointe. Prenons le premier cas : S se reproduit quand X(x rem- 
place X et ^Tpa remplace Xq- Changeant tous les indices en leurs 
inverses, nous voyons que S', conjuguée de S, se reproduit quand 

Xi remplace Xq et x ^ remplace x, A l'égard de S', - joue le 

à pâ " 

même rôle que p à l'égard de S ; c'est - qui est le premier indice 

dans le couple l-j — j • On le voit donc, si, pour S, l'indice zéro est 

remplacé par le second indice d'un couple, alors, pour la somme 
conjuguée, l'indice zéro est remplacé par le premier indice. A con- 
dition d'envisager toutes les sommes S, S', . . ., on peut donc se 
borner au cas où ^ot remplace x. Si l'on trouve ainsi une somme S ;i 
satisfaisant aux conditions requises, il y aura, en même temps, à 
étendre le résultat à sa conjuguée. 

La substitution des indices se fait suivant la formule (102), où, 
sans moins de généralité, on peut prendre 5=1; on doit y sup- 
poser 

/t = a, k — poL. 



( ' ) Sur la théorie des équations modulaires, p. 59. 
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L'indice [jl est ainsi remplacé par 
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(n>4) 






(mod/i). 



Par conséquent, 'p et p^ sont remplacés ainsi 



(io5) 



? par a^^^-P', 



En particulier, les indices — r et — or sont remplacés par oo 
et o, en sorte que la somme S, transformée de S, qui contient 
déjà le couple ^a-^pa? transformé de xxq, contient aussi le couple 
xXq^ transformé de x_rOr_^r* Pour chaque valeur de p, autre 
que — /', le couple (P', ^') doit reproduire un des couples de S. 
Le rapport ^^ : ^'' doit donc être p ou son inverse. Dans ce rap- 
port a disparaît. Si donc les conditions qu'on va trouver sont rem 
plies, S sera invariable par la substitution d'un couple quel- 
conque au couple xXq. 

Les expressions de p' et P" donnent 



3 _^ ao — _P' r_ 






aD 



Si Ton suppose ^'^=h p^', la dernière égalité devient 



,Q' 



r OL — pi-î 



, avec la première, on conclut 






[l'on change, dans les expressions (io5), p en son inverse, ^' 
»e changent en ^ et ô7* La supposition 3' ^2 p^'' est donc tra- 
de même, par la relation 






i-1 =^ O. 

p 
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Les conditions du problème exigent donc que, dans chaque 
couple, le premier indice ^ soit racine de V une ou Vautre des 
deux congruences (io6, 107). Bien entendu, le couple a;^o échappe 
à cette condition, ainsi que le couple x_rX_r^^ qui, lui aussi, 
entre dans la composition de S. 

Dès maintenant, les cas possibles sont étroitement limités. Cha- 
cune des deux congruences (106, 107) a, au plus, deux solutions, 
permettant la construction de quatre couples au plus. Avec les 
deux couples xxq et x_rX_r^^ on en a donc six, au plus; donc 
/i + i5 12 ou /il. 1 1. 

Les seuls cas à envisager concernent donc les nombres pre- 
miers /i ^= 5, 7 ou 1 1 , et l'on pourrait se borner à examiner succes- 
sivement les sommes S, en petit nombre, obtenues par l'ad- 
dition de xXq aux sommes formées plus haut. Mais on peut 
rapidement aussi terminer cette analyse directe, comme nous al- 
lons le faire. 

Et, d'abord, supposons p = — 1, hypothèse qui correspond aux 
sommes dénotées / dans les exemples ci-dessus. Les congruences 

- ) -f- 1 ^3 0. 

Comme — i doit ainsi être résidu quadratique, l'hypothèse n=^ 5 
est seule possible. On obtient de la sorte la somme (io3). Elle est 
unique, étant égale à sa conjuguée. 

Pour les autres cas," écrivons la congruence ( ïo6) sous la forme 

(108) (2p-^ rp-i-r)2~r2(p-f- 3)(p — i), 

mettant ainsi en évidence que (pH-3)(p — i) doit être résidu qua- 
dratique de n ou nul. S'il en est ainsi, la congruence a deux solu- 
tions ou une seule. En outre, ^' doit être le premier indice dans 
un couple, par conséquent résidu. Or on a 

ou, d'après la congruence (108). 

P'(p-^r)î^ar2(p — 1). 

Comme a est résidu, il faut que p — 1 le soit aussi. Par consé- 
quent, /es conditions nécessaires et suffisantes pour que j3' soit 
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le premier indice et |3" le second indice d'un même couple ap- 
partenant à S se réduisent aux suivantes ; p H- 3 e/ p — i doi- 
vent être résidus quadratiques de n. 

Changeant p en son inverse et observant que p est non-résidu, 
on conclut aussi les conditions pour que ^" soit le premier in- 
dice et P' le second : 1 -{- ^p et 1 — p doivent être non-résidus. 

Enfin les indices — r et — or devant former un couple, on doit 
prendre — /• égal à un résidu. 

Il ne reste plus qu'à examiner ces conditions pour /i r= 5, 7 ou 
I I , en prenant successivement les valeurs diverses de p : 

n — 5; p = '2, p — I résidu, p -4- 3 ^- o. 

La congruence (108) donne [î=:^r, et l'on peut prendre r= zb i . 
La fonction 

( I 09 ) XXq -r- X1X2-T- X}^ 373 

se change en elle-même par la substitution qui remplace l'in- 

dice [Ji par a -î— , où a et /• sont, tous deux, égaux à =iz i . 

Pour le cas p = 3, il suffit de changer l'indice et l'indice trans- 
formé en leurs inverses, de sorte que la fonction conjuguée 

(lio) XXo-^XiX^-h Xi,X2 

se change en elle-même quand on remplace l'indice [jl par 

a • 

arjx-t- 1 

n = y; p = 3, p-1-3, i-f-3p, 1 — p non résidus. 

La congruence (107), c'est-à-dire celle que l'on déduit de (106) 
par le changement de p en son inverse donne, pour j3, les valeurs 
3r et 5/\ On a ainsi, pour le premier indice, les valeurs — r, 3 r, 
5r qui coïncident, comme il convient, avec les trois résidus i , 2, 4> 
si l'on prend, pour r, un quelconque des non-résidus. Par consé- 
quent, la somme 

(m) xxq -{-X1X3-T- X2 xq -i- Xi^x^ 

se change en elle-même par les substitutions qui remplacent Tin- 
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(lice (Ji par a - — '^^- , où Ton doit prendre a = i , 2 ou 4 î /* = 3, 

5 ou 6. 

Sans qu'il soit besoin d'examiner le cas p = 5, on conclut que 
la fonction conjuguée 

(il .a) xxo-i~ X1X5-T- ar^Xz-h X!,Xq 

se change en elle-même dans les substitutions remplaçant ja par 

n = 1 1 ; p = 'i] p-i-3, p — 1 résidus; i-^3p, 1 — p non-résidus. 

La congruence (»o6) donne, pour p, les valeurs 6/* et 2r- En 
même temps, la congruence conjuguée donne les valeurs 8/* et 7/*. 
Prenant r égal à un des non-résidus, on reproduit par l'ensemble 
— /•, 6r, 2/', 8/*, yr tous les résidus. Par conséquent, la fonction 

(Il3) XXQ-h XiX^-^ X^Xq-x- Xi^X^-r- XiiXio -h XQX^ 



se reproduit dans les substitutions remplaçant ja par a~ 



— > 



OÙ a est un quelconque des résidus, r un quelconque des non-ré- 
sidus. La fonction conjuguée 



( M 4) ^^Q -h a^l 376 -H Xs Xi -T- Xi^ X^ -f- X^ X^ ~ç- X^XiQ 



r\s. -^ T 



se reproduit de môme quand |a est remplacé par a — î- ; c'est 

ce qu'on trouverait en envisageant le cas p = 6. 

Pour le cas p = 7, p +3 est non-résidu et il n'est pas néces- 
saire d'aller au delà. On peut, dès lors, conclure que les deux 
sommes correspondant àp = 7etàp=:^8ne peuvent se repro- 
duire elles-mêmes quand le couple xxq est changé en un autre 
couple. 

Parmi les diverses sommes que nous venons d'envisager, la 
première (io3) a été étudiée dans le premier Chapitre. Nous avons 
vu que ses propriétés entraînent la conséquence suivante : cette 
fonction satisfait à une équation du cinquième degré, dont les 
coefficients sont entiers en g2 et g^. Une propriété analogue 
existe-t-elle pour les autres sommes? Telle est la question qu'il 
faut traiter. 
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A l'égard de la somme .(109), il n'y a pas lieu de chercher une 
propriété analogue, cette somme n'étant pas une fonction symé- 
trique de X et de Xq. Quant aux autres, elles sont efFective- 
ment des fonctions symétriques de x et de Xq^ et l'on doit, avant 
tout, examiner si, dans les substitutions considérées, l'irration- 
nelle adjointe conserve son signe. 

D'après nos propositions générales, il en est ainsi à la condi- 
tion que a/-(i — p) déterminant de la substitution (io4) soit un 
résidu. Or c'est ce qui a lieu effectivement pour les cas 71 = 7, 
pr=:3 et ^=11, p= 2, puisque a est un résidu et que r et i — p 
sont non-résidus. 

A l'égard des sommes (m) et(ii3), leurs expressions ration 
nelles en fonction de racines satisfont donc aux conditions 

F(^, Xq) = ¥{xq,x) = ¥{Xai, :rpa) = F(^pa, iPa) =• • • 

et F contient, dans ses coefficients, l'irrationnelle y/ — /i, prise 
partout avec une seule détermination. Dès lors, cette irration- 
nelle n'empêche point d'appliquer à ces fonctions la même ana- 
lyse qu'à la fonction (io3) du cas /i = 5. Voici donc la conclu- 
sion : 

Pour /i =^ 7, Ici somme (in) est racine d^une équation du 
septième degré dont les coefficients sont des fonctions entières 

de g2j gi et de \j-~ 7. 

Si l'on y change le signe de \J — 7, on obtient une équation 
à laquelle satisfait la somme (11 '2), 

Pour n=^ iiyde même, les sommes ( 1 1 3) e^ ( 1 1 4 ) sont racines 
de deux équations du onzième degré, conjuguées, dont les 

coefficients sont des fonctions entières de g^^ g^ et de y/ — 1 1. 

Ainsi qu'on l'a déjà observé pour /i = 5, ces résultats s'appli- 
quent aussi à chaque combinaison qui présente, en commun avec 
les sommes précédentes, ce caractère : elle contient les racines x 
accouplées de la même manière; elle est symétrique par rapport 
aux éléments d'un même couple et symétrique aussi par rapport 
à deux couples quelconques. 

Par le moyen de ces combinaisons, on obtient, dans les cas 
III. 9 
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n = 5,7 OU II, une équation de la division des périodes qui est 
seulement du degré /?, au lieu de n-f-i. Cet abaissement d'une 
unité dans le degré ne se produit dans aucun autre cas, les inva- 
riants g2j g'i restant, bien entendu, indéterminés. Voici com- 
ment on peut le démontrer. En premier lieu, une fonction des ra- 
cines ûc ^ entièrement donnée et rationnelle, est susceptible de 
(n -\- i)n{n — i) valeurs, quand elle est quelconque. On peut ef- 
fectivement choisir arbitrairement, de (/i-|-i)/i manières, deux 
d'entre elles pour leur faire jouer le rôle de x et Xq^ après quoi iT 
y a /i — I manières de fixer l'ensemble des autres racines. Ce der- 
nier nombre est réduit de moitié par l'adjonction de ^'± n. Ainsi, 
par cette adjonction, le nombre des valeurs d'une fonction des 
racines est généralement j{n -\-i)n(n — i). Le facteur premier n 
suffit à faire connaître l'impossibilité d'une transformée ayant un 
degré moindre que n. Supposons donc l'existence effective d'une 
combinaison S qui satisfasse à une équation du degré n. Expri- 
mons S en fonction de deux racines x et ûOq ; S devient ainsi une 
fonction algébrique F(x, ^o) dont nous envisageons une détermi- 
nation. On ne saurait avoir F(Xj Xi) =^F(x^Xo), En effet, 
les n quantités F(x, x^) seraient alors égales entre elles. Après le 
choix de la racine initiale x^ celui de Xq serait indifférent ; le 
nombre des valeurs de S, avec l'adjonction de Tirrationnelle, serait 
donc ^(n -{- i){n — i) ou un diviseur de ce nombre, ce qui est im- 
possible, l'hypothèse étant que S a /i valeurs et que n est pre- 
mier. Les n valeurs de S doivent donc être F(jr, x^). F(j:, x^)^ ... 
et, par conséquent, F(je', jTo) doit avoir une seule valeur dès 
que .r et x^ sont choisies. Donc, enfin, la constitution de S doit 
permettre l'accouplement des racines deux à deux suivant les lois 
étudiées précédemment. En conclusion finale, quand les inva- 
riants g2 et ^3 restent indéterminés, les seuls cas où la division 
des périodes, par le nombre premier /i, dépende d\ine équa- 
tion ayant un degré inférieur à /i, sont les suivants .- n = 5, y 
ou II. Ce théorème est du à Galois (*). 



(») Outre le Mémoire de M. Hermite, cité eo tèle de ce Chapitre, voir, sur ce 
sujet, la Lettre de G<itois à MSAuguste Chevalier {Journal de Mathématiques, 
t. \I, p. ^oS; année 1846 ): — un Mémoire de M. Betli, intitulé: Sopra abtfas" 
samento detr equasioni modutari {Annaii di Tortolini; i853); — le Traité 
des substitutions, par M. Camille Jordan (p. 3^- \ 
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L'une des résolvantes du septième degré, pour le cas /i = 7, a, 
pour l'une de ses racines, la quantité suivante (i 1 1) 

Xo= ^.2^0+ XiX^-^ X^Xç-h Xi^Xi, 

Les autres racines X|, X2, . . . , Xe s'en déduisent par l'addi- 
tion d'un même nombre d'unités à chaque indice, la première 
quantité x restant invariable. 

En supposant ^3=0 et ^0= 4» on ^ trouvé que les x s'expri- 
ment comme il suit 

X =-~Xo= \/l, 
(.15) ^x, = .-x,= s/h. 

j X5= — Xi,= v/$2 , 



X2 



= — ^3 = \/izi 



et les quantités y/^, . . . ont été définies complètement. De plus, 
on a vu tous les produits de ces quantités, deux à deux, explici- 
tement et rationnellement exprimés en fonction de «, de y/7 et de 

Y2y/'7. De pareilles expressions peuvent donc être trouvées pour 
les quantités X. 

Par la substitution des x, on trouve 

Xj = XXi H- X2X!, -hX3Xo-\- X5X6 = \/iU + /Çi $s — S/Wl — /b$3 , 

Xj — xx^-h X3X5-T- Xi^xi-h XqXo= Xi, 

X3 = XX^ -\- Xi^X^-h X^X^-h XoXi=^ — Xi , 

X4 = XXi^-\-X^Xo^XQXi ^XiX2 = — 2(/j;2 ^ /SlSs)» 

X6= XX^-r- XqXi^ XoXi,-h X^^Xs= 1\/^—^i $3, 

Xg = XXq-\- XqX2-{- XiX^-h X^X^-= Xi. 

Ce n'est pas le calcul même de ces racines, immédiat d'après 
les formules (83, ,84), que nous poursuivons, mais celui du pre- 
mier membre de l'équation, d'après ces racines, pour faire appa- 
raître sa nature de polynôme entier en y/ — 7, à coefficients en- 
tiers. Pour ce but, nous mettrons à part la racine X4, nous 
réunirons les racines Xq et X5 ; enfin nous réunirons les deux ra- 
cines doubles ± Xi . 
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Voici les calculs qui mettent en usage les formules (83 à 86) 
et 011 l'on met indifféremment y/ — 7 pour « y/7 : 

= — 2(:).7 — 3v^— 7), 



= (i H-/) (11 ^7 — 25OV/2/7» 
(Xs-- Xo)2= '2^7(83 - 3.5 v/=^), 
(X5-Xo)2=2=»(5^7. 11 + 3.37/^), 

X5X0 =-2^. 3(23.7 ^-3V^); 



Xi = — 2(1 -i- (5 H- 2 v/— 7) V^^ // * 
Xfrr: — 2*(22.5.7-f-3/^). 

Rétablissons Tliomogénéité en multipliant l'expression de 
chaque quantité X par {^j, et concluons que le premier membre 
de la résolvante, quand on suppose ^3= o, se réduit au pro- 
duit des trois facteurs ci-après : 

X - X, = X -f- i(7 + 3 v/^)^.2, 
,,j^^^ , (X2-Xf)2^[X2^-(.,2.5.7-H3v/=^)^:]]% 

(X-X5)(X-Xo) = X^-^K^.7-3v/=^)^2X 

-3(23.7 4- 3V=^)^i. 

Ces facteurs ont, comme on le voit, la forme qui était prévue. 
La seconde résolvante a, pour l'une de ses racines, la quantité 

X'o = xxq -f- :ri a:'5 -f- x^x^^ -^Xj^x^^ 

déduite de Xq en remplaçant chaque indice par son complément 
à 7. D'après cette remarque, on a , 

tandis que, les termes étant rangés convenablement, on a aussi 

■^7—/// ^^ ^^l—in "T- XQ—f,i X2~ m -h ^ti—ni -^^—m "+~ *^3— m^l— //i j 
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en sorte que X^„ se déduit de ^T^m en remplaçant encore chaque 
indice par son complément à 7. D'après les égalités (ii5), cette 

substitution équivaut à laisser inaltéré ^^, à changer le signe de y/^^ , 

à échanger y/$2 et y/^3. C'est donc changer chaque quantité en sa 
conjuguée. Dans le résultat final, obtenu précédemment, ce chan- 
gement se traduit par le changement du signe de y — 7, ainsi que 
la théorie le faisait prévoir. 

C'est pour nous acheminer vers la formation de la résolvante 
dans le cas général que nous l'avons construite, au moyen de ses 
racines, dans le cas g^ :== o. Dans cette vue, il faut développer le 
produit des trois facteurs (116) et nous y mettrons, pour l'in- 
connue, au lieu de X, cette autre Y == X + 3^2» La raison de ce 
choix apparaîtra bientôt. Les trois facteurs deviennent ainsi 

[Y2 - 6^2 Y -f- ( 149 -^ 3 v/=^)^l]% 
Y2 _H .1 (a3 - 3 v/^)^, Y- 1 (47 + V=^), 

et voici l'équation obtenue en effectuant le produit : 

{117) Y7-h(2T-v/~7)^iP = o, 

P désignant le polynôme suivant 

P= ^^^Y*-22.3. 7(36-1-/^)^2 Y3-f-28.32(i4 — v/-=7)^iY« 

Ma 

-II (3.7.929-283 /::^)^iY-f- ^(1494-3 v/=7)' (35-47 /=^)^J- 

Au cas ^2 = o? oiï a (27) 
a7j = ars = o, Xx — a^ip, x^ — aa^o, a;^ = a^a^o, x^ — olx^ 

a étant une racine cubique de l'unité. Il en résulte 

\ii^^ixxQ, X2 = aXo, X4=a2Xo, 

Xi = a*a7* -h arpj, X5 = aXj, X6 = a2Xi. 



^ 
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Or on a aussi (26) 



X = 



3 -t- v/âT 3/ 3 — )/'ii 3/ 



•2 1 

Il en résulte 

Xo = — 6(v''7^3)% 
puis 

= — -2- [^* -+- ^0 + ^3 (a:* — a?; )] , 
V3(^^-^5)=3.V3/2l(v/7^)'=(3Î/^)V-7, 
(118) X, = -|(5-f-3v/-"^)(î/^)^ 

Le premier membre de la résolvante du septième degré se dé- 
compose ainsi en les facteurs suivants : 

X, 

X3 — XJ = X3-+- 25.33.72^2, 

X3-Xî = X3-^Q'(5-t-/^)'7VÎ = X3-^(5.4i-32v/^)^î. 

Pour comparer le produit de ces facteurs au produit analogue, 
obtenu tout à l'heure dans le cas g^ zzi o, nous l'écrirons sous la 
forme 

(ïig) X7-27('2i-v/"-"^)^iP' = o, 

Le calcul, très simple, donne pour résultat 

F= ^'x*-+- 33.73(3.7.13 4- /=^)^5X. 

On doit remarquer, en outre, que l'on peut mettre ici Y, au lieu 
de X , puisque ces deux inconnues coïncident pour ^2 = 

(Y = X -+- 35',)- 

Le même raisonnement dont on a fait usage pour le cas /i = 5 

(p. i4) prouve a priori que la résolvante, dans le cas général, a 

pour coefficients des polj^nômes entiers en g2 et ^3, le premier 

coefficient étant l'unité. De plus, l'homogénéité fait connaître, 

sauf des facteurs numériques, les divers coefficients. L'équation 

est de la forme suivante, où nous mettons Y pour l'inconnue, 
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En prenant à part les cas g2 :^= o el g^ = o, on a, par là, déter- 
miné les coefficients de tous les termes qui ne contiennent pas, à 
la fols, g2 et ^3. 

Il y a toutefois une précaution à observer ici, à cause de Tirra- 

lionnelle y — "j : il faut savoir si, dans les deux calculs, on a pris 
pour cette irrationnelle des signes concordants. 

Le premier calcul a été fait avec la donnée suivante : g2 est 
positif, les désignations des racines x sont celles du Tableau (II) 

et y/ — 7 est égal à «V7' P^^r le second calcul, on a pris a 
conforme à Thypothèse ^3>o; on a respecté la supposition 

y/ — y = *V7» ^^ outre, les racines sont désignées comme dans 
la partie supérieure du Tableau (II). 

A propos de ce Tableau, on a fait observer que, pour la conti- 
nuité, il faut en passant, par exemple, du centre à la partie 
supérieure, changer les indices des racines x. Pour établir la 
continuité entre le premier calcul et le second, il faut donc, dans 
le second, remplacer les indices 

î, 3, 5, 1, I, 6, 

qui occupent la bande de séparation entre le centre et la partie 
supérieure par les indices qui, respectivement, occupent la même 
colonne dans la bande supérieure, c'est-à-dire par 

I, 6, 3, 4, 2, j. 
Cette substitution n'altère point la quantité Xq, 

Xq = XXq -t- XiX^-h Xi Xi -t- Xf^X^. 

t 

Les deux calculs, on le voit, ont été faits d'une manière 
concordante. Déjà donc, par les résultats (117) et (119), nous 
connaissons complètement les premiers termes de l'équation, sa- 
\^oir 

(120) Y7-^^(3.7-./-7)(^5-27^-i)V*-^... = o; 

donc en tenant compte de la lacune, ainsi reconnue, nous avons 
déterminé les coefficients de trois termes. Quant aux autres termes, 
nous n'avons, jusqu'à présent, que des résultats incomplets. 



l36 TROISIÈME PARTIE. — FRAGMENTS. 

Faisons maintenant Intervenir la considération du cas A = o. 
On a vu qu'alors une racine x est égale à 21 y et les sept autres à 
— 3 Y, avec ^o^i^y^. Dans ces conditions, toutes les quantités 
sont égales entre elles ; leur valeur commune est 

X r^ — 3.21 Y»~ 3.9972 ^ _ 3672 = — 3^2. 

Les sept racines Y = X -+- 3^2 sont nulles, et c'est là ce qui a 
guidé dans le choix de l'inconnue Y. Tous les coefficients donc, 
sauf celui de Y^, contiennent le facteur A. Ce renseignement suffit 
déjà, vu l'homogénéité, à faire prévoir la lacune qui se rencontre 
dans l'équation (120), où, de plus, le coefficient de Y* est effec- 
tivement A, sauf un facteur numérique. 

Pourvus de ce renseignement supplémentaire, nous connaîtrons 
les coefficients de totis les termes qui ne contiennent pas, à la 
fois, les trois facteurs ^3, g^^ A, successivement supposés nuls 
dans les résultats partiels. 

Mais le degré de tous les coefficients est pair et ^3 n'y figure 
qu'avec des exposants pairs. Le produit gig\ A est de degré i4 ? 
c'est celui du dernier terme, indépendant de Y. Ainsi l'équation 
est connue, dans son entier, sauf un seul terme ^gig\ A, dont le 
facteur numérique \ restera à trouver par quelque autre moyen. 

Pour trouver ce dernier terme, supposons g^, infiniment petit 
et calculons la partie principale de la racine infiniment petite X3. 
Les racines x étant dénotées par des lettres accentuées, on a 
(p. 67), 

X^ — ■' 3^5 — O. 

x' = X -hjo'a^o, or\ = ol^x -^ p' ol Xq, x'q = ol x -i-p'oL^aro, 

• x'q=Xo-^PX, x'^ = OL Xq— P OL^X, x\ = OL'^XQ-hpCiX. 

Il en résulte 

X3 = X'x'^ -+- x\x'q -t- X'^X'2 -h X'^00\ — 3(pCIL^X'-hp'0LXl ). 

Suivant les expressions (28, 29) de /? et p', on trouve 

pX^-i-p'xl=\g^.2, pX^—p'xl rrz —^^i. 

Un calcul, tout pareil à celui qui a été indiqué plus haut, pour 
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X|, donne la partie principale de X3, 

Y 3/33 \ 

Celle de Yj = Xa-f- ^g2 est donc 



.^.) Y,= |('i-i--;i^U. 



1 1 

^7 



Le dernier terme de l'équation en Y pour go infiniment petit 
sera donc 

27(2i-v'=^)^i.33.73(3.7.ï3^-/=:r^)^i.^('i + -^ 

et comme A = — 27^3» ^^ ^^ déduit 

X ~ — (21 — /— 7)35.73(71 — 107 / — 7). 

Voici, d'après ce qu'on vient d'exposer, l'équation cherchée, 
dans le cas général, 

Y7 -H (21 — /^) AH = o, 
Q représentant le polynôme ci-après 

n=^^Y*-22.3.7(36-i-v/::^)^2Y3-+-28.32(i4-v/3^)^iY2 
-i-[33.73(3.7.i3-f-v/^)^i-ii(3.7.929-283v/=:^)^i]Y 

= ?!^'Y*-2Î.3.7(36-^v^:r^)^2Y3-!-28.32(i4--/~7)^2Y2 

_[^7.33(5.7_/3^)^3_.^3(3.-.,3^^3^)a]Y 

— ^^-T- (21 -i- /^'7)^| -^ 32.73 (71 — 107 /=^) A^2 

9 9 

- 2'.3K35- v/^)^|Y -H ^'(21 -v/=^)^5 

-7'(3.7-i3^v/~)A[Y + 7rv''~7('i+v/~7)^!]- 
Nous allons considérer encore une autre résolvante du septième 
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degré, en prenant, pour inconnue, une fonction des racines, ayant 
les mêmes symétries que Y. Au lieu de la composer avec les x^ ce 
qui pourrait se faire, dans la même forme, nous la composerons 
avec les ^, racines de la seconde résolvante (69) du huitième degré. 
Nos inconnues seront les sept quantités Tji, dont voici la défini- 
tion : 

et que nous allons calculer d'abord en supposant ^2= o. En ce 
cas, on a (3o) 

'î = A (9 -^ ** /3)^3, ^5 = r* (9 — * /3)^3, 
/ = ^, = /g = I (3 -+- v/'I7)^3, ^0=^=^ = 1(3 — yj^i)gz' 

On en conclut 

Ti = T5=T6=o, 

To = T2= T, = - (/ - - ^o)n^ - ^2)(^o- ^6) = - (21 -- ^'^)g\. 

Allons plus loin et calculons les parties principales de T<, T51 
Te quand g^ est infiniment petit. En employant la notation t\ au 
lieu de ^, pour ce cas, on a trouvé (65') 

(122) t'= tfi-i- — —x\ 

\ 21 ^3 / 

formule qui s'applique aux diverses qiiantités t\ sauf t[^ et /^ 
D'après cette formule et les formules (26), nous aurons 






~y{V7gzYtto{h-t,){h~-t) 



ou enfin 



^'^^^ T,= ^3 (^,^3 5/7^3)^(2, + v/^). 
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On trouve, de même, 

T5=aT|, T6=a-Ti. 

Soit, de même, à trouver la partie principale de T'^, — ïo, par 
exemple. On a 

se souvenant que t[^ — ^2 et t'^ — t^ sont négligeables, que, pour 
les autres t'j on a la formule (122), on en conclut 



= (t — to)[aUoXo{t — t^){t—h) — (xtx(to^ hKh—h)], 
toXo(t — t^){t'— h)— tx(to— h){tQ— h) 



'^gz 



[tl{t — t2)(t - h) - t^to- ti){to— h)] 






^Ùll[tl(,t~ h){t - h) -^ t\to-- h){h- h)] 



3^3 






stVig 



(T'o-To) 



3 



à À» ^ 

= 2.38(1 — /— 7)^», 

T'„ - To = - -•^- (i - ^l^)g^g\ yTf^■ 

Supposons, en second lieu, le discriminant évanouissant. On a 
vu que Tune des quantités t reste finie; sa valeur limite, suivant 

Téquation (og), est — '- — g^\ les autres sont évanouissantes. Toutes 

les quantités Tjx ont donc zéro pour limite et, dans l'équation en T, 
le premier coefficient étant l'unité, tous les autres coefficients 



i^o 
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contiennent le facteur A. Mais, dans ces coefficients, les exposants 
de A sont très élevés, comme on va le voir. 
Posant, comme précédemment (4^)> 



2 étant infiniment petit, nous avons la partie principale de t^ par 
la formule 



8 {Il II 



t^ = 



I S* -^ 

-1 ro « 7 



12 Y 



Il en résulte, pour la partie principale de T„, 

T^L--ipJ'(i-p)(i-p')(i-p*)e ~, 



JTtI 



où p est égal à e ' 
tions suivantes 



Cette expression se simplifie d'après les rela- 

I-.p» = --p5(l — p«), 

I— p«=r— pe(i—p), 



(l-p)(l-p2)(l-p3)(l-p*)(l-p5)(l-p8) = 7, 



qui donnent 



(i~p)(i-pî)(i~p*)=-/-7, 



le signe étant fixé d'après la convention y/ — 7 = ^^/^, jointe à 
l'observation que 

(i — p)(i — p*)(i — p*) = — (ai)' sin — sin — sin — > 
est le produit de i par un nombre négatif. On a donc finalement 



(124) 



^v-=^r.'e 



4fllTC 



7 — 



/=^ 



6 _Mfii^ 



ce qui donne, pour le produit des sept quantités Tjj^, réduites à leurs 
parties principales, 



(125) 



nTj,=-^(i2^0«A»2. 
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Mais c'est là précisément le produit de ces quantités, dans tous 
les cas. Ce produit est, en effet, celui de toutes les différences des 
quantités ^, prises deux à deux, c'est-à-dire la racine carrée du 
discriminant de l'équation en ^, dont on a trouvé précédemment 
l'expression (60). 

Nous connaissons, dès à présent, le dernier terme de l'équation 
en T: c'est la quantité (laS), changée de signe. De plus, l'expres- 
sion de Tj^mène à l'observation suivante : dans l'équation en T, le 
coefficient de T"*, sauf pour m ^=z j et m = o, doit contenir le 



\'>.m 



facteur A avec un exposant n, tel que l'on ait n H '- — > 12. 

On trouve par là, pour n, les limites inférieures successives 2, 
4, 6, ^, 9, 11. Eu égard à l'homogénéité, on peut conclure que 
Téquation a la forme suivante 

/ T7-f-a42T6_|-6A*TS-+-cA6T*-f- AA'T3 
(126) ) T / 

i -1- BA9T2-i-C Ail T-r- ;;^ (12^2)^^12/— 7=0, 

OÙ «, 6, c sont numériques, tandis que A, B, C sont des binômes 
de la forme eg\ H- /A, e et /étant numériques. 

En revenant au cas ^2= o, nous voyons que B et C se réduisent 
au seul terme en g\^ puisqu'on a, dans ce cas, la racine triple 
T = o. En outre, supposant g^ infiniment petit, on a vu que les 
trois racines infiniment petites, ï^, T5, Te, sont infiniment pe- 
tites du second ordre en g^] c'est ce que montre l'égalité (i23). 
Il en résulte que C est nul. L'équation en T prend donc la forme 

I T7H-aA2T6-r-6A*T5-T-oA6T^ 

^*''^^ j -4-(e^3_^/A)A-T3-,.A^5A9T2-^l(i2^2)6Ai2v/^.. o, 

et, d'après les résultats trouvés pour le cas go = 0, on a immédia- 
tement 

(128) T^-i-aT3 4-6T2-r-cT-t^/= ^T— ^'^ — ^—^ j (t-^/Z^), 

en sorte que les coefficients e, h restent seuls inconnus. 

Une vérification s'offre de plus. Cette équation (126) donne, 
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en effet, pour les racines infiniment petites avec ^oj 

On a / par l'identité (128) et l'on peut en conclure T, dont la 
partie principale coïncide effectivement avec celle que donne la 
formule (i ->'3). 

Laissons de côté, pour le moment, le calcul des coefficients e, /i. 
Nous avons en vue un autre but, trouver la relation entre T et Y. 
Mais, d'abord, changeons la forme de l'équation (127) en posant 

T = A2S, ^i = AJ, 
ce qui donne 

(,,;,()) S7-f-aS6-v-6S5-f-cS*-t-/S5-i- JS2(eS-i-A)-+- ^ J V— 7 = », 



équation entière entre S et J. 
Semblablcment, en posant 

après avoir écrit l'équation en Y ainsi 

Y7-+- A[ay^ -r- ?^2y3_^ Y^l Y2-4- (8^1 -^ 8'A) Y -- ^2(£^i H- £' A)] = o, 

on la met sous la forme 

(i3o) Z7 -+- j (aZ'» -f- ?Z^^ _H yZ2 -h ûZ -f- s) -I- ^ (8'Z -4- s') = o. 

On peut exprimer S en fonction rationnelle de Z, de g2 et ^3; 
mais S et Z sont des invariants absolus, c'est-à-dire ne dépendant 
point de la constante d'homogénéité X que l'on introduit, à vo- 
lonté, en multipliant go et ^3 par X^ et \^ ; S s'exprime donc par 
Z et J seulement. Cette expression est rationnelle; car §^3, dans 
l'expression de S en Z, g2 et ^3 ne peut figurer qu'avec des expo- 
sants pairs, comme on l'a vu (17) dans une analyse semblable. 
Mais J est une fonction de Z, que définit l'équation ( i3o), du se- 
cond degré en J. Donc S s'exprime, en fonction de Z, par une 
équation du second degré en S. 

On peut intervertir, dans ce raisonnement, S et Z et conclure 
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que S et Z sont liés par une équation du second degré par rap- 
port à chacune de ces deux quantités, une équation biquadra- 
tique. 

Nous distinguerons les racines S de l'équation (129) et les ra- 
cines Z de l'équation (i3o) par les mêmes indices que T et Y, et 
ces indices se correspondent, en sorte que, simultanément, S et Z 
prennent les valeurs Spt. et "L^, Qand ^2 est nul, on a 

82 = 84 = 80 = K21 — /— 7)» 83 = — /— 7, Si = 85 = 85 = o. 

En même temps, comme on l'a vu, Y2, Y4, Yo, ainsi que Y^, 
Y5, Yc, restent finis, tandis que Y3 est infiniment petit avec ^2' 
et son rapport à ^2 est donné par l'égalité (121). Ainsi les va- 

Y 
leurs de Z sont 00 et — : cette dernière correspond à S3. Considé- 

8i ... 

rant les premières, on voit que Z devient infini pour S = o et pour 

S= So. Le coefficient de Z- dans l'équation cherchée est donc 

S(S-So). 

L'hypothèse J=o (c'est-à-dire ^2 = 0) est, d'après l'équa- 
tion (129), la seule qui donne S = o. On vient de voir que les va- 
leurs de Z correspondantes sont infinies. Les termes indépendants 
de S se réduisent donc à un seul, le terme constant. 

Envisageons maintenant le cas A=::: o, c'est-à-dire J =: 00. Toutes 
les valeurs de S sont infinies et celles de Z sont nulles. C'est le 
seul cas où S puisse être infini^ le coefficient de S^ se compose 
donc d'un seul terme, qui contient Z^, puisqu'on a déjà reconnu 
l'existence du terme S (S — So)Z2. Mais Zpeut être nul sans que J 
soit infini, comme le montre l'équation (i3o), donnant, à cetefiet, 
la condition e'-t- Je = o. L'équation cherchée, grâce à ces obser- 
vations, est réduite à la forme suivante : 

(i3i) S /^S — ^^~/~^ j Zg-h7?i8Z-4-n8-f-/? = o, 

où m, 71,/? sont numériques. 

En vue de calculer ces coefficients, prenons d'abord le cas où A 
est évanouissant. Rappelons-nous les formules 

a? = 2iY> a?u. = — 3y-+-Po^"^ ) 
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pour en conclure 

Yo — 3 ^2 -+- ^^0 -T- ^1 ^3 -r- X^Xç^ ~ Xi^ Xi 

= Y?o[2I - 3(p H- p2-^ p3-t- p*-^ p5-+- p«)J, 

pr^e "^ , 

tandis que la formule (124) donne 

To=— ^PJS ^o = — ^-^• 

Il en résulte 

^ 7î 4v/-^ PS* _ 9.6. 3V=^ 
^0^0 = — ^ ;^2 - :^ '• 

et, si Ton prend dans Téquation (i3i), les termes de l'ordre le 

plus élevé, 

2«.32v/^7 
n = — - • 



Prenons, en second lieu, le cas où g2 est infiniment petit; 
considérons ï|, donné par la formule (128), d'où nous déduisons 






Semblablement, l'expression (1 18) de X^ donne 

z .7 

Prenant dans l'équation (i3o) les termes qui ne se réduisent 
pas à zéro, on en conclut 



P = 



îl— ^SiZî = 2î.32(5 4-3v/-7)*. 



Enfin, pour déterminer le dernier coefficient, nous avons, pour 
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^2 infiniment petit, les valeurs simultanées 



S3--V/-7, Z,= ^^ 1 



9/. , ïi 



qui, substituées dans l'équation (i3o), donnent 

m = — 12(1 — y/^) (1). 

Voici donc la relation cherchée 

s('s- "'~y^ )z^-.2(i-/^)sz 

Si on l'ordonne par rapport à S, elle se présente sous la forme 

Z2S2 -AS -^22.32(54- 3 v/^)'^o, 



(^•) On peut aussi trouver m par le calcul de la page io3 qui donne, en partie 
principale, 



21 



-V- 7 _ o?/-. 2(i-v/-7) 



2 / 



en même temps que X„ = — 6(v/7^3)^ donne 



^0- ■^•^•73-2.; ^^3 - - , 

02 C 2 "^ 



z„(s.-2lz:^)=,..3(.-v/^) = 



/n. 



comme le veut l'équation (i3i) et comme l'on vient de le trouver autrement.' 
Par là aussi, on peut trouver une première relation entre les deux coefficients 

inconnus e, h. On aura, en effet, pour S^ voisin de t 



c'est-à-dire 



(.3.) e(il^ii^)-Hyi=-^(.-/=:^)'=a!_i'(5-V^). 

in. I o 



l46 TROISIÈME PARTIE. — FRAGMENTS. 

avec cette expression de A 

Le discriminant 

s'offre, de lui-même, sous forme du produit de deux facteurs, 
dont le premier se trouve être un carré, 

A + .^3(5 + 3,/-7)z=i(.,.-/:r^)[z-Mlz^i)l\_ 

A — 2î.3(5-+-3v/^)Z 

La théorie générale des équations doublement cpadratiques 
(t. II, p. 338) enseigne un lien entre ce discriminant et celui de la 
même équation, où Z est envisagée comme l'inconnue. Ces deux 
discriminants sont transformables l'un dans Tautre par une sub- 
stitution linéaire. Le second discriminant contient donc, comme 
le premier, un facteur carré, et l'on trouve, en effet, 

22.32(1 — v/^)'S2 

-^22.32s(s-^^-/^)[^iJ^s-(5-^3v/:r^)^] 

(*). 

Problème. — Trouver un binôme eS -f- A, de telle sorte que 



(S-^a)3 (s-H^) -G(eS-hAj2S 



soit un carré parfait y S étant la variable. 



(') La rédaction d'Halphen s'arrête ici; mais les pages suivantes, trouvées daas 
ses papiers, comblent en partie cette lacune. 
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Solution. — Soit (S^ + XS + aby le carré cherché, on a 

(S H- af /'s -h ~) — ( S2-+- XS -h ab)^ = S(MS2 -4- NS -+- P), 

a 
N = 3aî-+-362 — 2^6 — X», 
P =a3H-3a62 — 2Xa6; 

N2— 4MP-:X* — 6(a-4-6)2X2-h8(a-+-6)3X — 3(a-h 6)* 
= (X — a-6)3(X-}-3a-h36). 

i ° En prenant X = a 4- 6, on a 

(S H- a)3 /'s -f-.^^ - (S -4- a)2 (S -4- 6)2 = ^^~^^' S(S -+- a)2. 

'^° En prenant X == — 3(a + 6), il vient 

(S -f- a)3 ^S H- —^ — [S2 - 3(a-4- 6)S -f- aôp 

= S [^-^-^^^^^ S2 - 2(3a -+- 6) (a-h 3 6)S -f- a(a -f- 36)3l 

= 5[(3a-^6)S-a(a-f-36)]2. 

Il faut, bien entendu, pour avoir la solution complète, changer, 
dans ces résultats, 6 en — b. 

D.ans la première solution, on a 

h — ea = o; 
dans la seconde, 

3a-+-b /a , , „ , , . /a 

^C(h — ea) = — 4v/a(a-f-6). 
Application. — Dans Téquation en S on doit avoir 



^ 
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égal à un carré parfait. Ici 

Il — /— 7 b^ , — 



a 



7-3^/=^^ 



^' = - i V^" 7 (^» - V^- 7) = - ^(i -+- 3 v/-7) = ( 
•(133) 6==dzi(7-3v/=:^). 

On doit d'ailleurs avoir, d'après la formule (iSa), 

99 33 — 

A — ea = ' (5 — v— 7}. 

La première solution doit donc être rejetée; la seconde donne 

(i34) h-ea = _4(a-h 6)i/g. 

Or 

a __ 9.1 — v^— 7 2^*.3s / 



2 



i*.36 7.(i-T-3/^) 2*2. 3« 



7* 



= ^(7-3v/=:^)^; 



Substituons les valeurs ci-dessus de h — ea et de i /p dans 
l'égalité (134)5 il viendra 

H= (a 4- 6) (7 - 3 v"^) = 2.7. (5 - /:i7), 

6='^-^.p(7-^v/— 7). 

Cette valeur concorde avec (i 33), à la condition de prendre les 
signes -h dans les seconds membres de (i33) et (i35). 
Soient donc 
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On aura 

3a-;- 6 = — a2.7, a -h 36 = — 2^ /^^, 

= ^'[(3-/— 7)84-4(3 + /=^)]. 
Voici donc l'équation 



î!i?! js. [(3 - ^:^) s -^ 4 (3 + /=7)] + ^ 

On a 



= [S»-3(a + 6)S+a*]î, 

= [s« + 3(7 + »/^)S-?(9-5/^)]'. 

Par conséquent, 

J S(eS + A). - ^-^l:^ (s - îl^li^)' (s -^ /-7) 

ol2 364/ — 7 I 

7* 2 

±^s[s> + 3(7-i-v/-"7)S-^(9-5/=^)]v/-Sv/=^. 



Si l'on pose S = — U* y/ — 7, il vient 



:!!i^7 j = - ...33 (3 - /=^) ,/-7 (u- ^-1^^') u* 

^.îi^ U3 F- 7U»-}-3.7(i-/=^)U2- ^ (<J- 5/=^)] 
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OU enfin, en prenant le signe — par exemple, 

U3 [u* - 3 (i - v^) U« + ^ZliSl 

-. i /-, (3_ v/^) Uv(u.-»-LzvEz) -.î!:^ J = o. 

La décomposition relative au cas J = o devra se conserver dans 
l'équation en U, où déjà on a le facteur U^ dans la partie indé- 
pendante de J. Effectivement, si l'on pose U = -+- i , J = o, l'éqaa- 
tion est satisfaite. On a donc le facteur U — i. 

La seconde racine triple S = — ^^^ — - donne, d'autre part, 

u = ± 5! = ± 3 + /- 7 . 

Ô 2 

Substituant ces valeurs dans l'équation, pour J = o, on voit 
que c'est le signe — qu'on doit prendre. 
L'équation eri U peut donc s'écrire ainsi : 



Uafu 



^-"^-^V(u-o-^-^-^;f^j=o. 



Telle est la résolvante de Gallois la plus simple 5 elle est obtenue 
en posant 
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I. 

Sur la multiplication complexe dans les fonctions elliptiques et, en particulier, 

sur la multiplication par ^ — 23 (*). 



Préambule. 

Une des belles découvertes d'Abel, tout juste indiquée dans ses 
Œuvres, la multiplication complexe des fonctions elliptiques, 
a été, avec éclat, tirée de l'oubli par M. Kroneckeret par M. Her- 
mite. Dès le premier travail publié sur ce sujet par M. Kronecker 
(^Monatsberichte y 1857), on voit apparaître, entre cette théorie 
et celle des formes arithmétiques, des liens si étroits que l'admi- 
rable création de Gauss semble imaginée tout exprès. Cette liaison 
ne se montre pas moins dans le Mémoire composé par M. Her- 
mite à la même époque {Comptes rendus de iSSg). La multipli- 
cation complexe n'y est pas le but : c'est le moyen que M. Her- 
mite emploie pour trouver, dans les transformations du septième 
et du onzième ordre, la réduite de Gallois. C'est dans ce Mémoire 
cependant, si riche en résultats nouveaux, qu'on voit, après les 
exemples élémentaires, la première collection de fonctions à mul- 
tiplication complexe, calculées numériquement avec une élégance 
extrême. A la même époque, le R. P. Joubert (Comptes rendus 
de 1860) et M. Kronecker (Monatsberichte de 1862), dont les 
travaux, sur ce sujet, n'ont cessé de se poursuivre, ont donné 
aussi beaucoup d'autres exemples. Enfin, dans ces deux dernières 
années, la multiplication complexe a été l'objet de Mémoires im- 

( ' ) Extrait du Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4' série, 
t. V; 1889. 
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portants, dus à M. Stuart (Quarterly Journal y t. XX), M. Sylow 
(ce Journal, 1887), M. Weber (Acla mathematica)^ M. Pyck 
{Math, Annale n) et enfin M. Greenhill (Proc, of London, Math, 
Soc. y 1888). Je n'ai point à analysericicesMémoires pleins d'intérêt 
au point de vue, soit de la théorie générale, soit des résultats nu- 
mériques. Sous ce dernier point de vue, le Mémoire de M. Green- 
hill, tout récent, résume et dépasse les travaux antérieurs. 

Pour la recherche effective des fonctions à multiplication com- 
plexe, sauf en quelques cas, comme la multiplication par ^'^ — 7 

ou par y' — 15 (Hermite, Equations modulaireSy p. 55), on a 
employé, jusqu'à présent, des moyens détournés, quoique d'un 
grand intérêt : tantôt on utilise les équations modulaires déjà 
connues, tantôt on calcule, à l'aide des séries de Jacobi, les coef- 
ficients d'une équation résolvante. Ce dernier moyen, extrême- 
ment curieux cependant, est bien étranger à l'Algèbre et surtout 
exige des opérations bien laborieuses. Le premier moyen conduit, 
en général, à des équations qu'il faut décomposer en plusieurs 
autres (') ou bien qui ne donnent pas aisément, sous leur forme 
définitive, toutes les inconnues. 

D'ailleurs, quoi que l'on veuille penser de ces critiques, il était 
intéressant de chercher des moyens directs. Je me propose, dans 
le Mémoire actuel, de montrer, sur un exemple, l'emploi d'un tel 
moyen, si direct et si simple, en théorie du moins, qu'il suffira, 
pour me suivre jusqu'au bout, de posséder les premiers éléments 
des fonctions elliptiques. Afin de faciliter cette tâche, j'ai placé 
au début un exposé rapide des principes généraux de la multipli- 
cation complexe, ressemblant beaucoup à celui qu'a déjà fait 
M. S^Xovf. 

L'exemple choisi est celui de la multiplication par y/ — 23. Il 
existe six fonctions admettant cette multiplication. Pour le 



(') La cause de cette décomposition sera expliquée ici parmi les Principes 
généraux. Il y a plusieurs exemples, dignes de remarque, où cette décomposi- 
tion est évitée par l'emploi d'équations modulaires irrationnelles; on le verra 
dans le Mémoire de M. Greenhill. Mais c'est là un accident heureux, qui se pro- 
duit seulement en des cas dont le nombre est très limité. Pour obtenir une équa- 
tion sans facteurs étrangers, M. Kronecker a indiqué une méthode générale, 
fondée sur l'emploi simultané de l'équation modulaire et de Véquation au mul- 
tiplicateur. 



FRAGMENTS DIVERS. l53 

nombre aS, comme pour tous ceux qui sont de la forme 8n — i, 
ce qu'on a obtenu jusqu'à présent ne suffit point. Dans son beau 
travail de 1860, leR. P. Joubert, parmi beaucoup d'autres résul- 
tats, a donné explicitement deux équations, du troisième degré, 
dont chaque racine est égale, pour l'une des six fonctions, au 
produit du module par son complémentaire. Il resterait à trouver 
effectivement les modules, qui doivent contenir seulement une 

seule irrationnelle, outre y/ — 23. Cette circonstance indique suf- 
fisamment que l'on n'a pas choisi l'inconnue la mieux appropriée. 
La même observation s'applique à l'équation, d'ailleurs très élé- 
gante, donnée pour le même objet par M. Greenhill. On pourrait 
d'abord être surpris de me voir exiger le module lui-même, quand 
on sait fort bien que le produit du module et de son complément 
définit explicitement les invariants. Il est vrai que le résultat ob- 
tenu par le R. P. Joubert suffît à définir ces invariants ; mais il ne 
suffit point pour faire connaître, sans nouvelle irrationnelle, la 
formule même démultiplication. 

Au point de vue des résultats, c'est donc un complément que 
j'apporte à ce qui était acquis. Mais c'est surtout par la méthode 
employée que ce travail, sans prétention, mérite peut-être un 
instant d'attention. 

Principes généraux. 

Rappelons tout d'abord les principes. 

Soit £ une constante qu'on désignera sous le nom de multipli- 
cateur. 

Soit u un argument variable; soit encore ç le produit de u par 
le multiplicateur. 

On sait que, si e est un nombre entier, pç est une fonction ra- 
tionnelle de pu. Le même fait peut-il se présenter pour d'autres 
valeurs de e? 

Soient 2(0 et 2(1)' les périodes. Comme pu ne change point 
quand on ajoute ces périodes à l'argument u et que tout autre 
changement de l'argument, sauf le changement du signe, altère la 
fonction p; comme aussi pç doit avoir une seule valeur pour 
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chaque valeur de pu, il faut que les produits de e par 2<i) et 
2co' soient eux-mêmes des périodes, qu'on ait donc 

(i) 60) =pa> -h ^a>', ea>'= ro) -+-50)', 

p^q-t l'y s étant des nombres entiers. De là se conclut 

(2) (/?aj -h ^a)')a)' = (ra) -i- 5a)')a). 

Mettons de côté le cas où Ton supposerait 

q = o, r = o, p = s = tf 

qui est celui de la multiplication ordinaire, e étant alors un nombre 
entier. Pour tout autre cas, la relation (2) n'est pas identique. 
Elle exprime une condition entre les périodes : pour qiCil existe 
une multiplication y autre que la multiplication ordinaire y il 
faut et il suffit que le rapport des périodes soit racine d^une 
équation du second degré à coefficients entiers. C'est une con- 
dition nécessaire, on vient de le voir; suffisante aussi : pour s'en 
convaincre, il suffit d'observer que, £ étant choisi conformément 
aux égalités (i), concordantes d'après la relation (2) supposée, 
pv n'a effectivement qu'une seule valeur quand pu est donné. 

Il s'agit de trouver l'expression de pv^ en fonction de jdw. 
Cherchons donc les pôles de cette fonction, considérée comme 
dépendant de u. 

Des égalités (i) et (2), on peut tirer 



to st3i — qi3i oi' pu)' — ra> 

— > — = ^ y 



(3) { £ N ' e N 

N = jD5 — qr. 



En conséquence, les valeurs de w = -> qui rendent v égal à une 

période, sont des IN**^*™" parties de période. Mais il faut préciser 
davantage. 

On doit admettre que les quatre nombres /?, q^ r, s n'aient au- 
cun diviseur commun. Effectivement, de ce cas particulier, on 
s'élève au cas général en multipliant e par un nombre entier, 
c'est-à-dire en faisant suivre la multiplication par e d'une multi- 
plication ordinaire. Cette dernière ferait disparaître la simplicité 
qu'on va reconnaître dans la nature des pôles de pç^; la simplicité 
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tient . essentiellement à cette hypothèse, permise et nécessaire : 
/?, g, r, s rCont aucun diviseur commun. 

Soient v le plus grand commun diviseur de 5 et de ^ ; [x celui de 
p et de r. Ces diviseurs appartiennent aussi à N. On aura 

P\S\ — qi^i^^ n^ N = njJLv. 

Sont premiers entre eux les nombres q^ et 5|, de même p\ et 
ri, et aussi |jl et v, suivant Thjpothèse qu'on vient de faire sur 
l'ensemble des quatre nombres/?, y, r, s. 

Comme q^ et s^ sont premiers entre eux, on peut trouver deux 
entiers a et ^ par la condition 

(4) 5iP — ^,a=:i. 
Posant alors 

on en conclura 

/?! co' — Ti 0) = (/?i a — ri p ) 0)1 — (/?i 5, — q^ r^ ) to'i , 
égalité que nous écrirons sous la forme 

en posant 

(5) . A=/?ia--r, p. 

Remarquons immédiatement que h et n sont premiers entre 
eux. On a, en effet, 

hsx = PxSiOL — /"i^ip = p^SiOL — ^1(1 H- ^1 a) = na. — ri, " 
hq\=Piqi(^ — rxqx^ =/?i(^i? — — ^i^iP = rt^ — Pi- 

Tout diviseur commun à A et /i diviserait donc r^ et/?i, qui 
sont premiers entre eux. 

Puisque h et n sont effectivement premiers entre eux, on peut 
choisir un entier \ de telle sorte que h -\-\n soit premier avec 
un nombre donné quelconque, par exemple v. Mais, par l'éga- 
lité (4)j a et P sont déterminés seulement à un multiple près res- 
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pectivement de Si et de q<. L'égalité (5) détermine donc A à un 

multiple près de 

n =pisi— riçi; 

on peut alors choisir ce multiple de telle sorte que h soit premier 
avec V. Admettons qu'il en soit ainsi. 

Les deux nombres h et [x étant premiers avec v, on peut déter- 
miner des entiers y et o par la condition 

vo — A[iY = ï' 
Gela fait, on a 

hbii — 710) j -+- 71 V 8a)j = h((ùi -h nfiywi) 
et, si Ton pose 



les expressions (3) de - et de - prennent les formes ci-après : 



0} _ siU) — Çi^^' _ ^1 _ ^ ' 

— — — — — — OCO4 • 

Par conséquent, en négligeant les multiples de la période ato'^, 

«2(0 2tJ5 2VtJJ 

I 20) ihbi _ 2\inhi 



Ainsi — et — > à des périodes près, sont des multiples d'une 



. 2 0) 20) 

— et — 

seule et même quantité -^ • Avec des entiers quelconques a' et P', 

en posant 

va'-f- fJiAp' = m, 
on aura, de même, 

2a' 0) H- 2P'o)' 2mô) 



(7) 



]N 



c'est-à-dire un multiple de -^- Comme, d'ailleurs, v et jjlA sont 
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premiers entre eux, m peut être un entier quelconque. En consé- 
quence, les valeurs de u qui rendent v égal à une période sont 
représentées par tous les multiples d^une seule et même quan- 

tité-^y qui est la W*"^^ partie d'une période, 

11 est très important de se rappeler Phjpothèse /?, y, r, s sans 
diviseur commun. Dans le cas opposé, en effet, la proposition 
serait en défaut. Au cas de la multiplication ordinaire, par un 

entier M, les valeurs de w, qui rendent t; égala une période, sont 

constituées par l'ensemble de toutes les M*'-*™*'* parties de période, 
et ces dernières ne sont pas les multiples d'une seule et même 
quantité. Si donc on multiplie e par un entier M, la proposition 
précédente disparaît à l'égard du produit Me. Elle constitue ainsi 
une propriété caractéristique de la multiplication singulière, ré- 
duite à ses éléments essentiels. 

Connaissant les pôles dep^, fonction de m, il est aisé de trouver 
l'expression de pv^ décomposée en éléments simples. Soit effecti- 
vement 

d'après l'égalité (7), il vient 

(; = e a = 2 a' w -+- 2 3' o)' -T- e a' ^ e m'. 

D'autre part, pv développé suivant les puissances ascendantes 
de V fournit, à la partie fractionnaire, le seul terme —• Suivant 

les puissances ascendantes de u\ on a donc le seul terme -r— r« • 
De là vient, dans la formule de décomposition, le seul terme 



I / 2 /?? (5 \ 



Si l'on observe ensuite que pv est une fonction paire de m, on 
trouve immédiatement le terme constant, qui restait à déterminer 
dans la formule de décomposition, et l'on a enfin 



/n = N-l 






m = \ 
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Le rapport des périodes est supposé racine d'une équation du 
second degré, à coefficients entiers; soit 

cette équation, où a, 6, c sont des nombres entiers, n'ayant aucun 
diviseur commun. Le premier membre constitue ce qu'on nomme, 
dans la théorie de Gauss, une forme primitive ; la qualification 
àe primitive exprime que a, fe, c n'ont point de diviseur commun. 

Dans V ordre primitif (c'est-à-dire dans l'ensemble des formes 
primitives), on distingue Vordre proprement primitif et Vordre 
improprement primitif Le premier est celui où a et c ne sont 
pas, tous deux, pairs; le second est, au contraire, celui où a et c 
•sont pairs. Cette distinction, née de l'Arithmétique, est encore 
fondamentale ici, comme on va le voir immédiatement. 

Le rapport des périodes est essentiellement imaginaire. Ainsi 
l'équation (9) a ses racines imaginaires; en d'autres termes, le 
nombre D, qui est son déterminant changé de signe, 

(10) D = ac — 62>o, 

est essentiellement positif. La forme (a, fe, c), c'est ainsi qu'on 
représente abrévialivement le premier membre (9), est donc une 
forme définie, nom que l'on donne aux formes dont le signe est 
invariable quand la variable est réelle. On pourra admettre que a 
et c, dont le signe est le même pour tous deux, sont positifs. La 
forme (a, 6, c) est, en résumé, une forme primitive et positive. 
Enfin, pour fixer les idées, nous définirons le rapport co' : co 
comme étant égal à la racine dans laquelle la partie imaginaire 
est positive, c'est-à-dire que le coefficient de i est supposé po- 
sitif. Par conséquent, 

(i i) : = -, = i y/D, 

et y/D est pris positivement. 

L'équation (9) peut être mise, de diverses manières, sous la 
forme (2). Il y a donc diverses multiplications singulières pour la 
même fonction elliptique : parmi ces multiplications, il faut en 
choisir une, la plus simple, suffisante pour caractériser la singu- 
larité. 
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Par comparaison avec Tégalité (2), on posera 

( q — ka, — r = Xrc, p = kb -i- k', 
\ s = — kb — k', p — s = 2kb. 

Les trois nombres a, 6, c n'ont point de diviseur commun ; il 
en va donc de même des trois nombres a^ ib^ c dans le cas de 
l'ordre primitif. Alors k est nécessairement un nombre entier, et 
k' aussi par conséquent. Au contraire, pour l'ordre improprement 
primitif, a, ib et c ont le diviseur 2. On peut donc prendre, 
pour A% la moitié d'un nombre entier ; comme, d'ailleurs, b est 
impair (sans quoi «, 6, c auraient le facteur 2), ik^ sera aussi un 
nombre entier, de même parité que 2 A*. 

Nous avons maintenant, suivant (12) et (10), 

(i3) N =/>5 — 5rr = X:'2h-X:2D. 

Le minimum de N, pour l'ordre proprement primitif, est donc 
N = D, répondant k k' ^= o^ A* = di i . Pour l'ordre improprement 
primitif, c'est N = j(D 4- 1), répondant à db A' = dz A* = g-. 

L'expression (i) du multiplicateur s, suivant (1 1), devient 

Ce multiplicateur est toujours imaginaire, et c'est là l'origine 
de la locution : multiplication complexe* 

Adoptons naturellement, comme la plus simple, la multiplica- 
tion où N est minimum ; fixons, d'ailleurs arbitrairement, les 
signes de A et de A', et concluons ainsi : 

Dans l'ordre proprement primitif [c'esl-hràxTe l'un des deux 
nombres a et c étant impair), le multiplicateur le plus simple e 
et le degré N sont 

(i5) e=tVÔ, N=D; 

dans V ordre improprement primitif (c'esi-k-dire si a et c sont 
pairs, tous deux), le multiplicateur le plus simple e et le degré 
N sont 

(iG) £ = !(«+ i /Ô), N = {(D -h I). 
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Pour un même déterminant D, multiple de 4 moins i , le degré le 
plus petit correspond à Tordre improprement primitif, qui offre, 
par conséquent, des calculs directs beaucoup plus simples. Comme 
on le verra par Texemple que nous allons calculer, on peut en- 
suite, par des opérations indirectes, passer à Tordre proprement 
primitif. 

Diverses méthodes de recherche. 

Jusqu'à présent, les fonctions elliptiques à multiplication com- 
plexe, ou fonctions singulières, ont été caractérisées par la con- 
dition (9), relative aux périodes. Le problème véritable est de 
trouver leurs modules, suivant Tancien langage, ou leurs inv^a- 
riants, suivant le langage actuel. Pour résoudre ce problème, la 
voie naturelle est de faire disparaître les variables w, v de Téga- 
lité (8), de façon à obtenir une relation entre des constantes, 
exprimables en fonction des invariants. On peut obtenir une 
infinité de telles relations. 

Développons les deux membres (8) suivant les puissances as- 
cendantes de u, égalons terme à terme les coefficients et nous au- 
rons les relations dont il s'agit. Pour ce but, on invoquera le 
développement 

U^ 20 28 

Se souvenant que Ton a v ^ tu^ on conclut 



irriLù 



(17) ^. ï / fi N ï V iv'>'^^ 



Il suffit, bien entendu, de prendre la première de ces équations. 
En exprimant que les arguments des diverses fonctions p^\ dans 
le second membre, sont les multiples d'un même argument, que 
ce dernier est la N'"""" partie d'une période, on obtiendra, entre les 
invariants, une équation algébrique propre à résoudre le pro- 
blème. 

On peut procéder autrement : prendre les deux équations, ex- 
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primer les fonctions p" et p^^ au moyen de la seule fonction p, 
suivant les formules 

employer la multiplication ordinaire pour réduire ces fonctions p 
au seul argument ^ et, sans avoir à exprimer que cet argument 
est une N'*-'"^ partie de période, éliminer cette unique quantité 
p :^ entre les deux équations. 

11 y a d'autres moyens encore. Dans le cas, notamment, où N 
est un nombre pair, en mettant, au lieu de u, dans l'égalité (8), 
une des trois demi-périodes, on obtient une relation fort utile, 
comme je ferai dans l'exemple que je me propose de traiter ici. 

Voici le fait qui attire d'abord l'attention. Dans l'égalité (8) et 
celles qui s'en déduisent, les seules données qui apparaissent sont 
e et N, c'est-à-dire, conformément aux expressions (i5) ou (16), 
le déterminant D et la distinction entre les deux ordres, propre- 
ment ou improprement primitifs. Aucun autre élément de l'équa- 
tion (9), c'est-à-dire de la forme (a, 6, c) ne laisse de trace dans 
le calcul. Par conséquent, la totalité des formes, de déterminant D, 
donne en tout deux équations, bien distinctes entre elles, l'une 
pour Tordre proprement primitif, l'autre pour l'ordre impropre- 
ment primitif (quand D est multiple de 4 nioins i). 

Pour un déterminant donné, il y a une infinité de formes 
(rt, b, c). 11 n'y a cependant qu'un nombre limité de fonctions 
singulières, répondant à ces formes, puisque ces fonctions sont 
définies par une équation algébrique. Une infinité de formes ré- 
pondent donc à une même fonction. Ceci tient simplement à ce 
que les périodes 20), 2(0' ne sont pas entièrement déterminées. On 
peut, en effet, au moyen d'une substitution linéaire, de détermi- 
nant unité, changer ces périodes en d'autres, qui leur soient équi- 
valentes. 

Soient 2ci)' et 20) deux autres périodes : 

(18) â)'= aw'-h pw, w = Y^'"+~ ^^* 

Pour que le couple (20)', 2(0) puisse remplacer le couple 
III. 1 1 
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(sèci)', 9.(ù), il faut que toute période s'exprime par une fonction 
linéaire de mo' et «j^oj, à coefficients entiers; ceci exige 

ao — 3y "' ' ' ' • 

De plus, pour préciser le rapport w' : w, nous avons été conduits 
à fixer le signe de la partie imaginaire dans ce rapport. Pour que 
ce signe se conserve dans w'i w, il faut que Ton ait ao — Py= -i-i, 
comme on le reconnaît par un calcul classique. 

La substitution (i8) fait apparaître â)':w comme racine d'une 
nouvelle équation, analogue à l'équation (9). Le premier membre 
de cette nouvelle équation n'est autre que le premier membre de 
la précédente (9), transformé par une substitution linéaire, à coef- 
ficients entiers, de déterminant égal à -|- i. 

Dans la théorie de Gauss, toutes les formes (a, 6, c), déduites 
d'une seule et même forme par de telles substitutions, forment 
une classe et elles sont dites équivalentes. Cette équivalence 
trouve ici son application naturelle : toutes ces formes corres- 
pondent à une seule et même fonction elliptique. Le nombre to- 
tal des fonctions singulières qui correspondent à un même déter- 
minant D est donc aussi celui des classes de formes primitives 
(proprement ou improprement), à déterminant — D. Si la théorie 
des nombres ne nous le faisait déjà connaître, nous appren- 
drions donc par les fonctions elliptiques que ces classes sont en 
nombre limité. 

En restant dans les généralités, j'ai encore un mot à dire sur la 
méthode de calcul que j'ai indiquée tout à l'heure, pour la com- 
parer avec la méthode classique, la méthode d'invention première, 
celle d'Abel, pour laquelle on emploie les équations modulaires. 

Envisageons des fonctions elliptiques quelconques, ayant aco et 
çi(ù' pour périodes; puis d'autres fonctions elliptiques, ayant les 
périodes 2Q, 2Ù\ liées aux précédentes par les relations 

(19) tQ -: pio - qiii'j eil' rzz ru) -i- sui'j 

analogues aux relations (i); /?, q, /', s sont encore des nombres 
entiers sans diviseur commun, mais £ est une quantité tout à fait 
arbitraire. Les éléments de la théorie de la transformation, par 
les raisonnements mêmes que nous avons employés, montrent que 
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p{tu) est fonction rationnelle de Pu (nous désignons ici par P la 
seconde fonction elliptique, aux périodes 2Q, ^iï). Cette fonc- 
tion rationnelle s'exprime, en éléments simples, sous la forme 

m = X - 1 



m=zl 



analogue à Tégalité (8). 

Par le même moyen qui nous a fourni les relations (17), en 
employant des majuscules pour les invariants de P, on obtient 









En considérant les seconds membres comme des fonctions con- 
nues de G2 et G3, éliminant e, on obtient une relation entre les 
invariants absolus gl l gl et Giî : G| (qui remplacent les modules 
dans les notations modernes). Cette relation (mise sous forme 
entière relativement à Go et G3, dont les seconds nombres sont 
des fonctions algébriques irrationnelles) constitue V équation 
modulaire relative aux transformations d'ordre N. 

Dans cette équation modulaire, supposons Go =^2? ^^=^ gz- 
Nous retrouvons alors, au lieu des relations (19), les relations ini- 
tiales (1), et l'équation ainsi obtenue, qui conlient alors un seul 
module, ou plutôt un seul invariant absolu, caractérise des fonc- 
tions elliptiques singulières. Mais s a disparu^ la seule donné(î 
qui subsiste est N. La disparition de s nous avertit que les multi- 
plications ne sont pas nécessairement réduites à leurs formes les 
plus simples (i5) ou (16). Entre le déterminant D inconnu et le 
nombre donné N existe seulement la relation (i3). On trouvera 
donc ainsi, à la fois, toutes les multiplications complexes qui ré- 
pondent aux déterminants D, de la forme 

'*.k et 'j^k' étant des entiers quelconques, qui rendent D entier et 
positif. L'équation obtenue de la sorte est donc décomposable en 
plusieurs équations distinctes. 
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Au point de vue théorique, cette méthode présente divers avan- 
tages. Tout d'abord, elle a été la source de belles découvertes arith- 
métiques, comme on peut le voir dans les travaux de M. Kronec- 
ker. De plus, les équations modulaires ayant été très étudiées, on 
trouve par là plusieurs propriétés générales de la multiplication 
complexe. Mais, quand il s'agit de calculer effectivement des inva- 
riants singuliers, correspondant à un déterminant donné, cette 
méthode ne peut être approuvée. Une bonne méthode doit four- 
nir directement, sans facteurs étrangers, Téquation désirée. Elle 
ne doit point exiger le calcul préalable des équations modulaires. 
Celle que j'ai indiquée plus haut satisfait à ces conditions : par la 
conservation du multiplicateur e dans le calcul, elle doit donner, 
pour chaque cas, une équation répondant uniquement à la ques- 
tion (*). On ne peut pas dissimuler cependant que le calcul effec- 
tif offre des difficultés : pour qu'il ne soit pas trop laborieux, on 
doit assurément user d'artifice, employer, par exemple, des rela- 
tions surabondantes, comme je vais le faire dans le cas particulier 
dont j'aborde maintenant le calcul. 



Multiplication par |(i-i- y/— aS). ^ Recherche 

de la résolvante. 

Je me propose de trouver les fonctions elliptiques singulières 
répondant à l'ordre improprement primitif, pour le déterminant 
23. Je j)rends, à cet effet, l'une des formes correspondantes, la 
forme (2, 1, 12), supposant ainsi, entre les périodes, la relation 

w'2 -r- (jJtx)' H- 6 W^ = o, 



"^ iV^^* 



9, iù' -r- (si 



W 



Dans la fonction elliptique correspondante, les invariants sont 

(') D'après un des plus beaux théorèmes de M. Kronecker, cette équation doit 
se décomposer en autant d'équations partielles qu'il y a de genres différents, 
entre lesquels se répartissent les classes de formes ayant le déterminant donné et 
appartenant à l'ordre considéré. Le déterminant que j'ai en vue est un nombre 
premier; il n'y a donc qu'un genre dans chaque ordre; partant, point de décom- 
position. 
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réels et le discriminant négatif. La demi-période réelle est eu, la 
demi-période purement imaginaire est 2(ù'-{- o). Ainsi, suivant les 
notations usitées dans le cas des invariants réels avec discriminant 
négatif, on devra poser 



a>j— w, w 2 := 2 w' -4- a> : 



de là, pour les demi-périodes imaginaires conjuguées, les ex- 
pressions 

Les racines e<x, c'est-à-dire les valeurs de pu quand u est une 
demi-période, sont donc composées ainsi : Tune réelle eo^ corres- 
pondant à (1)2 aussi bien qu'à tù'^; les deux autres sont imaginaires 
conjuguées : dans c<, qui correspond à (Oi, la partie imaginaire est 
positive. 

Je conserverai explicitement les demi-périodes w, w', avec la 
notation o)'^ pour leur somme, mettant, de plus, e, e', é' pour les 
trois racines correspondantes (^). La somme de ces dernières est 
nulle. On a donc simultanément 

/ X e' I e" \ 

(21) — = h ^, — = t, 

e 'i e '1 

La lettre t désigne l'inconnue qu'on est naturellement conduit 

à choisir. Nous savons dès maintenant que -. doit être réel et po- 

sitif. 

D'après les égalités (12) appliquées au cas actuel, en y prenant 

k = k =2, 

des relations (i) et (2) on tire les suivantes : 

eu) = to -{- a>', £0)' = — 610, 



w a>' oi' w' 



^ ^ ' «^ 6 e 6 



a>, 



( 



£ = 1(1 4- iy/23). 



( ' ) L'obligation de considérer, à la fois, les diverses fonctions elliptiques con- 
traint à restreindre la variété habituelle des notations : je réserve l'emploi des 
indices pour caractériser les autres fonctions, qui interviendront plus loin. 
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La demi-période w coïncide avec w' et la formule (8) devient 

(23) t^pv= I -^p(u- x)"^^(""^ T") -^-PC"-^') 



tO '2 W , 



-2P3--2P— -e. 

Posons, pour abréger (*), 

(24) a=p—, b = pj, 

remplaçons p" par 6^^ — ^g2 et déduisons de la première formule 
générale (ir?) cette équation 

(2')) A(£V-i-24)«'2=6a5-h662-h3e'2. 

Je prends, de plus, l'équation qu'on obtient en supposant, dans 
la relation (23), 11 = w, ce qui donne, suivant (22), 

par conséquent, 



£2 e" r:r e -h e" — e' -h 2p ( W - 1 -f- 2p l W -— j lU— %V. 

Nous poserons 

A = {(s'e'-f- e'-e — e'') = {(E^e'^-h ie'), 

en sorte que la dernière équation s'écrit ainsi 

(26) 2A -i-a-i-6 = pfw— ~ j -hpf w —V 

Par le théorème d'addition des demi-périodes, on a, suivant les 
notations (24), 

(27) p^co- ^j -t-p^ 



(e — e')(e~e'') 



2(u'\ ie — e')(e — e''){a~\-b — ^.e) 



3 / {a — (i){b — e) 



(') L'emploi des lettres a et 6 ne peut entraîner aucune confusion avec la no- 
tation générale (a, 6, c) des formes quadratiques, sur laquelle nous n'aurons plus 
à revenir. 
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Le second membre (26) étant maintenant exprimé au moyen de 
Cl et h, il ne faut plus qu'une relation entre a et b pour éliminer 
ces quantités des équations (20) et (26). Cette relation est immé- 
diatement fournie par les expressions (24) de « et b 

On en conclut, par le théorème d'addition des demi-périodes, 

(>8) (a — e') {b -- e') = (e'— e) (e' - e"), 

ce qui est la relation demandée. Je m'en sers immédiatement pour 
modifier le second membre (27) par le calcul suivant : 

(a — e)(b — e)—{a — e' ) {h — e') = {e' — e) {a -\- b — e — e). 

Ajoutant, membre à membre, avec (28), on conclut 
(a-- €)(b — e) = {e' — e)(a-r- b — e— e" ) = ( e' — e){a-^ b -^ e'). 

La relation (27) devient donc 



co" 



9.aj'\ (e" — e){a-^b — '>.e) 
p(^__^+p^„__j=,e+ a-^b + e' ' 

ce qui donne, pour l'équation (26), celle-ci 

(•;i9) (tiA — ie-\- a +- b) {a -h b -i- e')-~-(e — e" ) {a -i- b — 9.e) = o. 

L'élimination de a et 6 entre ces trois équations (^5), (28) et 
(!>.9) est évidemment très facile. On peut cependant la simplifier 
encore par une nouvelle transformation du second membre (26), 
conformément au calcul suivant : 



P{ ^ 



w' \ / , -7.0} 



Soit/(a) = (a — e){a — e') (a — e"). La somme des trois frac- 
lions, dans ces seconds membres, est^-y- — r — f(«)î où cp(a) dé- 



e' 
e 


■+- 


(e"- 


-e){e'- 


■e') 


(e- 


a — e" 
e')(e 


e") 


{e'~ 


a — e 

-e)(e'- 


■e") 


c 




a— e' 
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signe \di partie entière de ^7— -r* Soit, pour un instant, u l'argu- 



ment |ci) ; on a 



2 ,v'. 

uu a 



Pour un argument u quelconque, on a toujours 

f{u) \p'u/ ^^ ^ ^ 

Pour u = |ci)', pw et paw sont des quantités égales, a. Ainsi 

Quant à cp(a), partie entière de ^ — où a est supposé quel- 

conque, c'est 9a. La somme des trois fractions est donc égale à 
3a. Au lieu de Tégalité (27), on peut donc encore écrire celle-ci 



(29a) p^^co— — j -hp^u)— -— JH-6= 3a, 

moyennant laquelle l'équation (26) fournit cette autre 
(3o) k = a — b, 

que j'adjoins au système (aS), (27) et (29). 

Avec la notation A, j'emploie encore B et C : ainsi 

A= i(£2e''_i-2e'}, 



C-^{e'-e) (e'— e") ^ Se'*— -- g^ = ie'^-^- eé 

4 



n 



Les équations (26) et (9.7) sont les suivantes : 

a2_i_è2r=B, {a^e'){b — e') = C. 

Avec l'équation (3o), on en tire 

/ .jie'(CT_+-è)=2e'2-f-B— 2G — A2=r. B — A«- - 2e'2— 2ee', 

(3l <7) < 

/ (a-+-6)2rr.2B — A2. 
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L'élimination de (a + b) entre ces deux dernières conduirait à 
une équation du quatrième degré par rapport à Tinconnue t. Cette 
équation contiendrait un facteur étranger, tandis qu'en substituant 
(a -4- b) et son carré dans (29), on obtient une équation du troi- 
sième degré 

(32) A(B — A2— lee") -h e'(3B — aA^-f- lee" ~ ie'^) -= o. 

C'est l'équation que je voulais obtenir. On y devra substituer, 
pour A et B, leurs expressions (3i), en se souvenant qu'on a 

— i ^2 = ee' -h e'e"-f- e" e = e'e"—e^. 

Elle devient, de la sorte, homogène et du troisième degré, en e, 
e', é' , Par le mojen des notations (21), on aura une équation du 
troisième degré en t. 

Le développement de cette équation exige encore des calculs 
assez longs. Il convient donc d'avoir un guide et un contrôle par 
la connaissance préventive de quelques traits essentiels. 



Remarques sur la résolvante. 

La présence de s dans A et B entraîne, pour les coefficients de 

l'équation, la forme complexe a -f- i^sj'ii^ a et p étant des nom- 
bres entiers. Or nous connaissons l'existence d'une racine t^ pu- 
rement imaginaire. 11 est donc naturel de prévoir, pour l'équation, 
la forme 

(33) iV23(a«3_|.p^)_|,^^2_u.a = o, 

où a, p, y, 8 seront des nombres entiers. Je donnerai, dans un 
instant, la preuve véritable de cette propriété. Ce qui importe le 
plus, c'est de savoir à quelles fonctions elliptiques singulières se 
rapportent les autres racines t. 

D'après les éléments de la théorie des formes, il y a, outre 
(2, 1 , 12), deux autres formes réduites, dans l'ordre improprement 
primitif, de déterminant — 23. Ce sont les formes (4, i, 6) et 
(4, — ijS). Envisageons d'abord la première, que nous distin- 
guerons en affectant de l'indice 1 les éléments correspondants. Il 
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s'agit donc des fonctions elliptiques pour lesquelles on a 

l — \. — = W^?^y 

(3î) ' EWi = Wi -i- 2Wj, £tUi = --3W|, 

E 3 * e 6 

L'argument w de la formule (8) est ici (ù\ + 3 w, . 

On formera, comme précédemment, l'équation supplémentaire, 
en prenant m = (o^, ce qui donne aussi (•= w^. Les lettres a et h 
auront les significations suivantes : 



'>.^..Ci 



«1 == Pi -3- y 01=- p^[ -JL-r-o)i). 



Moyennant ces conventions, on voit immédiatement qu'on ob- 
tient les mêmes équations que précédemment, sauf remplacement 
de e, e\ e!' par e'^, é\^ e^. 

Notre équation du troisième degré a donc une racine ^< définie 
par les égalités 

/or ^'l __ I ^1 l 

(o.j) — r — î~ ^i> — r — ^1- 

Cette racine est complexe et nous verrons même, ultérieure- 
ment, que Ton peut assigner, d'avance, son expression en fonction 
de la racine précédente i, 

Semblablement, la forme (4, — ' > 6) donne lieu à des fonctions 
elliptiques caractérisées par les relations 



4 w'j W5 



2> 



(33) ^ £W2 = ^ojg, £^2 = — 3102-T-W 

- = , --=-W2. 

£ 6 sa 

L'argument w est (02 — 2a>'.,. On obtient l'équation complémen- 
taire en prenant u =^ w^, ce qui donne v zzn (o'!,. Les lettres a et b 
ont les significations suivantes 



«2 = P2 — 



2W2 4w'2\ t /^2 — '>.W2N 



3 



^ = P.( 3— -j 
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et Ton reirouve les équations primitives, sauf remplacement de 
e, e' ^ e" par e'^, ^2? ^2' Notre équation, du troisième degré, à donc 
la racine t^^ définie par les égalités 



(37) —=.— --1-^2, -T= — -—h. 

En comparant les fonctions d'indice 2 et celles d'indice i, on 
voit que les rapports des périodes, au signe près, ce qui est indif- 
férent, y sont imaginaires conjugués. Les invariants absolus sont 
donc aussi des imaginaires conjuguées et il est manifeste que les 
deux rapports e^ le\ et ^2 1 ^2 ^^^^ dans ce cas. Ainsi t^ et — ^2 
sont' des imaginaires conjuguées. Nous rappelant ce qui a été dit 
précédemment sur la première racine t, nous pouvons conclure 

que les trois quantités -7> fournies par les trois racines /, sont Tune 

réelle et positive, les deux autres imaginaires conjuguées. Par là 
est pleinement justifiée la forme (33), prévue pour l'équation. 

Voici encore un autre mojen de trouver ce même résultat. 
Comme on Ta vu par l'égalité (i4). "i^c même fonction elliptique 
admet à la fois les deux multiplicateurs e et i — e et, pour tous 
deux, le nombre N n'a qu'une seule valeur. On peut donc former 
l'équation tout aussi bien en se servant du second multiplicateur 
et l'on reconnaîtra qu'il y a simplement échange entre e^ ete". Par 
le changement de s en i — e, c'est-à-dire par le changement du 

signe de «y23, la racine t se change en — l; il en est de même 
pour les autres racines. Cette circonstance exige la forme (33) de 
l'équation cherchée. 

Pour une même fonction singulière, les deux multiplicateurs 
conjugués, £ et — s dans le cas de l'ordre proprement primitif, 
s et — (i — e) dans l'autre cas, coexistent toujours. Ce fait géné- 
ral, conséquence de l'égalité (i4)ï explique, de nouveau, pour- 
quoi deux formes opposées, comme (4, i, 6) et (4, — i, 6), don- 
nent lieu à des invariants conjugués, avec cette conséquence, 
bien connue, que les invariants réels proviennent de^^» formes am- 
biguës, comme (2, i, 12), c'est-à-dire des formes proprement 
équivalentes à leurs opposées. 

Une dernière observation avant de calculer notre équation. Si 
l'on ne savait déjà, par la théorie des formes, que Tordre impro- 
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prement prîmilif contient, en tout, trois classes pour le détermi- 
nant — 23, le degré 3 de l'équation nous le ferait connaître. Il est 
évident, en effet, que, s'il existait d'autres classes, le même calcul 
s'y appliquerait, entraînant seulement quelque permutation dans 
les accents de e, e', e'^. Ces classes fourniraient donc nécessaire- 
ment des racines de la même équation. 



Développement de la résolvante. 

Dans le développement de l'équation (32), j'utiliserai la forme 
démontrée (33), non pour abréger le calcul, mais seulement pour 
le contrôler. Soit U le premier membre 

U = A (B— A^—iee') -t- c'(3B — 2A«-^ ^ee'— 2e'«), 
où l'on prendra 

Soit aussi V le premier membre, sous la forme désirée (33), 

On doit s'attendre à ce que U diffère de V par un facteur com- 
plexe [X 4- IV y 23 , et chercher à mettre ce facteur en évidence. 

Au lieu de développer complètement U, il est préférable de 
calculer séparément U pour des valeurs particulières de t. 

En se servant de la relation 

e*-^ iieJ-4_ 36 = o, 
on a 

2'.3.5AB = ne* -H i26* = — 109 6*~ 2*.3*.ii, 
2^A' — — s* = — 5.17e' — a*.3'.ii. 

2'ee'A= e* =-+- s*. 

Désignant par U| la valeur de U correspondante, on trouve ainsi 
2» /=r — i, e'=~ I, ^"==0, ^2 = 4. A = — f 
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Le calcul est extrêmement simple. Désignant par U'^ la valeur 
de U, je trouve 

•2^. 3.5 U'i — 7.11(9 -f- 2e*), t = — |. 
J'en conclus 

^''•^*'\ui-i-Ui) = 3(36 4-5£2) = |(i7-i-5tV23), 



7.11 
2«.3.5 



(U', — Ui)==36--- i7£2 = -1^/23(174-5^/23). 



7. II 
En posant 

(38) 2io.3.5U = (i7-+-5iV23;V, . 

j'ai, de la sorte, V| et V'^ désignant les valeurs de V pour ^ = •!■ et 

l Vi-+-Vi=^ 23.3.7. II. 

(39) ^ 

I V', — V,= 23.7.IItV23. 

3^ Calcul du terme en t^ . — Pour ce calcul, on doit prendre 

e'=t, e" = —t, g^= ^t^. 

Voici le calcul : 

22A ^(2 — £2)^^ 2.3.5 B= — (27 H- II £2)^2, 

22CA-f-3e')-(i4— £2)^, 
22(A -\-ie') = (ro — £2)^, 

2^A2 =_(32-^l5£2)/2^ 

22.3.5 B(A -h 3e') =—(32.43-^22.31 £2)^3^ 

— 26A2(A-t-2C')= (22.5.43 -h 283£2)<3^ 

26.3.5U = 7.i9(36-i-i7£2)^3= ^lli? ^/^ (17 + 5^/23)^3. 
Suivant la notation (38), voici donc le terme en t^ dans V : 

V = 23.7.l9i/23i3_|_. . ^ 

4° Calcul du terme indépendant de t, — On doit prendre 

e'=e" = — 1, ^2^3, 

23 A— — 2 £2, 23.5B = — 17 — Il£2, 
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On trouve alors 

i^{\ .- 2e' ) = - lo - s*, 

2* A' = — 32 — 7£*, 

2». ) n(\ - - 3e') .^ - 79 -+- 5î£», 
'A^\H\ -y7.e') = 2».i7-+-5*£», 

2*ee''A=2 -f-£«, 
29.'5U z_ — 9(36 -r-5£»)-- — 1(17 .-5tV^). 

Le dernier terme de V est ainsi — 3'. 

Le premier et le dernier terme ont bien la forme prévue; de 
plus, suivant (3ç)), les deux valeurs V| et V^ qui correspondent à 
C := b j sont conjuguées. En conséquence, V a la forme 

V -^ 7tV23(23. 19/3— ap^) 4- .^î^ti—V 

et les égalités (i()) donnent 

p_^32.7, Y = 3.317. 

L'équation clierchée est donc enfin 
(./,<)) V(^) = o = 7tV23(23. 19^3—2.32.70 -H 3(22.317/2— 32). 

Les trois multiplications par J(n-v^— 23). 

Pour résoudre Téqualion (4o), le changement d'inconnue, qui 
s'oflVe d'abord, est indiqué par l'égalité 

(il) ^^'l'it — iz, 

par 011 l'é(juation devient 

(/,2) 7.19^^ — 31732-1-72.235 — 23—0. 

Pour la réduire à trois termes, on posera 

3 
(/,3) - = 25^ -+-72, 

ce (|ui mène à récjuation finale 

( i4 ) 23.r3 3 . 33 j:* — 7 . 23 — o. 
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Comme on le verra plus loin, il y a des raisons de savoir d'avance 
que la racine carrée du discriminant de l'équation doit contenir 

i\' '^'d comme seule irrationnalité. Il en est bien ainsi; car, R étant 
le discriminant, on a, pour l'équation (44)? 

72. 233 — 22. 533 = 675 = 33. 52, 



36 52 __ 33 r. 



■^^"^ 23.^/^3 



Soient 



A _ ,_ 



(45) ff= l/^'>,3v/23-f-^3v/3, h -. i f 23v/23— -3v/3 

des racines cubiques prises dans le sens arithmétique et pour les- 
quelles on a 

gh ^ 53. 

La racine réelle de (44) ^^t 

v/23 

Les deux autres x^ et X2 s'en déduisent comme on sait : pour la 
première, on remplace g et h par ^g et ^^h; pour l'autre, par ^^g 
et 6A, et est une des racines cubiques imaginaires de l'unité. 
Afin que les indices i et 2 correspondent à ceux qui ont été 
adoptés plus haut, pour ^,,il y aura lieu de préciser 0. Je le ferai 
plus loin, et, dans les formules ci-après, je suppose, par avance, le 
résultat. 

En posant donc 

( U> ) ; 72 /I3 -4- 25( 6^ -h 02/0 = c„ 6 = Ill±iy^ , 



( 72 /; 



on pourra exprimer, par une même formule, chaque racine t en 
fonction de la quantité correspondante c. Les quantités e, e', e", 
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dont Tune est arbitraire et dont la somme est nulle, sont déter- 
minées par la condition 

tu ' 

e — e Cki 

En vertu de l'homogénéité, le choix arbitraire de e est indiffé- 
rent. Je prendrai donc 

(4;) 6 = 2C, e'—ç^i—c, e= — ^i—c, 

pour le cas de l'égalité (20), ou, en d'autres termes, pour la forme 
(2, 1 , 12); puis, en permutant les accents comme il a été expliqué 
et comme le rappellent les égalités (35) et (S^), on aura 

(48) e\^ici, e'; = 9if — c,, ei=^ — ^i — Ci, 

dans le cas de l'égalité (34), correspondant à la forme (4, ij6); 
puis enfin 

(49) 62—202, ^2=9*— ^2, ^2--^ — 9* — ^2» 

pour le cas de l'égalité (36), correspondant à la forme (4, — i, 6). 
Ces permutations des accents se rapportent seulement à la dé- 
signation arbitrairement uniforme des périodes dans les trois cas. 
Elle disparaît dans l'expression des invariants, que voici : 

^2= 22. 3 (C2— 33), ^3=23c(c2-h3^), 

A = ^1 - 27^1 = - 26.3Hc2-i- 32)2; 

^\ /^î — ^ 



33(^2—33)3 c2(c2-h3*)2 38(c2_u32)2 



= 26. 



Je vais, dès maintenant, fixer le signe de la partie imaginaire 
dans ô. On verra, plus loin, un moyen purement algébrique pour 
cet objet. Quant à présent, je vais employer les séries S, formées 



/TCW 



uniformément avec la quantité q = e ^ . En posant donc 

j'aurai, pour chacun des trois cas [(20), (34), (36)], 
q=e ■2"Q2, q,= e * Q, ^2=e'^"*"Q. 
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Prenons la formule (où les fonctions 2r ont l'argument zéro) 






pour l'un ou l'autre des deux derniers cas. Comme Q est inférieur 
à e~'^ = 0,04..., les signes de la partie réelle et de la partie ima- 
ginaire sont définis par le terme 9.'^ q du second membre 



^1 ^1 ' "^ 

e, — e 



! 



6i — e 



f = 2*e * Q-h...= 2V2(i — OQ-^----- 



11 n'y a aucune utilité à considérer l'égalité analogue avec les 
indices 2; elle fournirait, de part et d'autre, les quantités con- 
juguées des précédentes. 

Suivant les expressions (48), il vient, en supposant C| = a -t-t^, 

o /"/ •\r\ ^^1 — 9^ ' ' o ' • 

8^.(,-e)Q+...= _^=-- + -?-g.a, 

d'où résulte que ^ est positif. Mais, d'après (46), on a 

Comme (^ — K) est positif (45), il faut effectivement choisir 0, 
ainsi que je l'ai fait plus haut. 

Transformations du troisième ordre. 

Nous possédons, dès à présent, la pleine connaissance de tous 
les éléments pour les trois fonctions elliptiques singulières; car 
les six quantités a, 6, «i, &|, a^^ 62 sont explicitement fournies 
par les équations (3o) et (3i a). Nous pouvons en déduire six 
autres, jouant le rôle analogue à l'égard du multiplicateur con- 
jugué. Comme on le voit par les équations générales (3) et (12), 
où l'on prendra Â: = — ^, //= j, ces quantités sont les suivantes 

et les a ont les arguments doubles. Les formules ci-dessus mon- 
III. 12 
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trent suffisamment que le changement du signe de i change a et 
h en a! et h\ a^ et h\ en a!, et è'^, <72 et 62 en «'^ et 6, . 

Les six quantités 6, 6', 6j, 6',, 62? ^'2 servent de base à des 
transformations du sixième ordre, deux pour chaque fonction 
elliptique, et ces transformations changent la fonction en elle- 
même. 

Les quantités a, a', ... peuvent servir de base à des transforma- 
tions du troisième ordre. Ces dernières échangent les fonctioDs 
les unes dans les autres, comme je vais le montrer. 

Désignant par p un facteur inconnu, posons 

pa)'=:3ui2, pw = — Oij. 

Les relations (11) 



T> W'-I- (0 I9.t0 -I- {Si 



Ui (Jt> 



= t/^B 



se changent en les suivantes 



_ 6t02— t^2 __ 4 ^\ — to a __ ^. /— , 

d'où Ton voit que le facteur p peut être choisi effectivement de 
manière à attribuer la même signification que précédemment aux 
lettres W2 et w^. J'ai ici une transformation de troisième ordre, 
qui se figure par la relation 



ato 



En prenant successivement u = w', w, w'', j'obtiens 

p2e2 = e'-h2(b — a), 

p«e2 =e H- 2pf (0 --j — aa, 

et Ton remarquera, en passant, que, par addition de ces trois 
égalités, se prouve, derechef, la relation (29a). De là, suivant les 
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égalités (3o) et (3i), je conclus 

{e-e'Me^e") 



ps^j = 3e — aa -h 2 



p2 e'j = e" -r-ie —ia-{-7, 



a — e 

(e-e')(e-e") 



^»-e 

(e — e')(e — e')r6-a) 



(a — e)(6 — e) 
et cette dernière, comme on Ta vu plus haut, se change ainsi 

p2(e, — Co) = 6 — e -H 2 7 -, =(e~ e ) , 

Remettant, pour A, son expression (3i), j'ai enfin 

g^ ___ e''{a-^b-^ie' -^\ ^^e") 
e'.2 — e'2 ~ 2{e — e"){a-^b -t- e') 

C'est là une formule qui donne la quantité C2 en fonction ration- 
nelle de c, avec adjonction de e, bien entendu. Disons, pour 
abréger, que nous avons trouvé C2 = cp(c). 

Par un calcul tout pareil, en posant successivement 

PiOj\=3ojj pjWj = — (I) — to, 

p2Ui2 = to\ -h 2t0i, p2a)2 = — (Oj-htOi, 

on trouve aussi c = f (c^), c^ = ^(^2). En changeant le signe de /, 
on aurait les analogues 

Ces formules traduisent le caractère abélien, qui appartient, 
comme on le sait, à toutes les équations dont dépendent les fonc- 
tions elliptiques à multiplication complexe. Elles donnent la raison 
a priori de ce fait que le discriminant de l'équation est un carré, 
sauf le facteur — 28. ^ 

Transformations du second ordre. 

Je vais maintenant examiner, pour une quelconque des trois 
fonctions singulières, les trois transformations du second ordre : 
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de ces transformations, il y en a deux qui échangent les fonctions 
précédentes, tandis que l'autre transformation conduit à une 
fonction nouvelle, correspondant à V ordre proprement pri- 
mitif. Les six transformations, qui échangent les fonctions précé- 
dentes, sont naturellement inverses, deux à deux. Elles se distin- 
guent, dans les formules ci-après, par l'emploi de la lettre o- pour 
les coefficients de proportionnalité, et cette lettre, avec ou sans 
accent, pourvue d'un même indice, se rapporte aux deux trans- 
formations inverses. Pour les trois autres transformations, le 
coefficient de proportionnalité est dénoté par la lettre t, et les élé- 
ments des nouvelles fonctions sont indiqués par des majuscules. 
Voici les formules : 



Jl(l) — tt»!, (S2(i)' := '^Wj, 



I _ . I 



(iO) 



/ 



j| a> = Oui ^1 w = 2t0j — toj, 

Tw — lilj Tto' = S2' — 12; 

(J(Oi =(02 — W2, «Jw'i =(iJ2-i-W2, 

Jj Oi| = 2(0, (Jj (o'i = (o', 

Ti(Oi = ii'j, Tico'i = 'ilii ; 

Jl(02 = 2(0, (Ji(02 = (0'-+- OJ, 

(j'(02 =(Oi-h(0|, ^ ^2 = — (Oi-+-(Oj. 

T2(02 =— ii'î, T2Wj = 2S22; 

i aj' = Ji j. = J2 ^'2 ^^ ^• 



Les trois nouvelles fonctions correspondent aux trois formes ré- 
duites (i, o, 28) et (3, ±: i , ) 

ll'2-l- 23122 r^ o, 

3 li',2 — 2 ûi ly, -t- 8i2;=:=o, 
3 12 ,2 -H 2 lia ii'2 -i- 8122 = 0. 

Je considère la première de ces transformations. Elle est Iraduile 
par l'égalité 

<ji Pi (^2 W) = P W -H p( M — (o') — p (o', 

d'où l'on déduit, en prenant successivement, pour m, les valeurs 

clci = e -h e"— e' = — 2 e'y 



^l 



e\ = e'dz 2 v/(e'— e){e'— e"), 
j|6'l = e'zp 2 v/(e'-e)(e'-e"), 
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;e qui mène à la relation bien connue 



5i) ±2 



e' Cl 



La seconde transformation donne, de même, 



^(e''^e')(e''-e) e\-e\ 



2 



e e^ 

Introduisant les racines f, ^,, ^2? d'après (21), (33) et (37), on a 
ainsi 

i 4 s/t{it — ^) Z — itx 

I lt \ -\- Itx 

(52) { 

4i/f(2/-h3) 3-h2^2 

H- 2 / 1 — ih 

Les quatre autres transformations analogues conduisent à des 
formules que l'on déduit aussi de ces dernières par la permutation 
circulaire des indices. 

J'ai annoncé un moyen, purement algébrique, de distinguer 
celle des deux racines cubiques deTunité qu'il faut désigner, dans 
les formules ci-dessus, par 0. Le voici. Tout d'abord, substituant, 
à la place de x^ dans le premier membre (44)? successivement 

les deux nombres 3 et f|, on trouve, pour résultats, — 17 et 

3^.52.72.11 . , ,, . . , . j i 

H ^^ La racme réelle x est ainsi connue, a moins de ^ 

près, et l'on voit que c est compris entre i45 y/aS et i47 y/âS. 
Prenons l'égalité (5i) qui donne 

Cl — 3 1 J — 6 lï c — 3 1 ) 

•• = III 2 : • 



Vu la grandeur de c, les quantités c — 3i et c — gt peuvent ici 
être remplacées, pour fixer les signes, par c lui-même; et l'on a 
sensiblement 

(53) ^i^;==p24/-(i-0- 



Ci 

Si Ton pose C2 = a + t p, on a (46) 

a = 72v^— 2*(^-f-A) = /23(72- 2*a:), 



1 



l82 TROISIÈME PARTIE. 

quantité positive, x étant inférieur à y|. Par conséquent, dans 

Cl- 3t _ a-4-t(P — 3) _ g'-f- P'— 27-1 -6^ — lata 
Ci-i-9* ~ a-+-Hp-t-9) "" â*H-(P''-T-9)2 ' 

la partie imaginaire est négative, d'où l'on voit déjà qu'il faut 
prendre le signe plus devant le second membre (53). On doit donc 
avoir 

aî_up2_2j_t-63>o. 

Or, en remplaçant t par - - dans l'équation (4o), on trouve 

CCiC2= 33.7. 19 /23. 

D'après la grandeur de c, il en résulte C| C2<C 3', c'est-à-dire 

«2-+- 32—27 <o. 

En conséquence, p est positif. C'est à quoi j'étais parvenu pré- 
cédemment, pour en déduire la détermination précise de 8. 

Ainsi qu'on l'a vu par les transformations du troisième ordre, 
t^ et ^2 s'expriment rationnellement en fonction de t^ sauf adjonc- 
tion de e. Les deux quantités 4/ — ^^— peuvent donc être expri- 
mées de la même manière; c'est ce que je vais chercher à faire. 
Soient 



. A^-3 /'2ti---d ^ fit 



— 3 



2 
— > 



ces racines carrées étant prises avec les signes que leur attribuent 
la première égalité (Sa) et ses analogues. Recourant à l'équa- 
tion (4o), dont ^, tt^ to sont les racines, j'ai 



(54) (55,52^2=8 



V(|) 



V(0) 

D'ailleurs, par l'égalité (02), 

2<(--J-«j) 
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et ses analogues, multipliées membre à membre, j'ai aussi 

I V(f)V(i ) 

ssiS2 = — r — ^-^ — ^-Vt; 

8 V(o)V(-i)' 
par conséc|uent, 

V(-J) 



551*2 = — 2^ 



V(^) 



Les équations (Sg) nous offrent, calculées déjà sous la dénomi- 
nation de V| et V'^, les quantités V(ih^), savoir 

Il en résulte 

55,^, = ._ 26 1±±V^ =_. 2(3 -+- /v/53)'= 92(7 - 3j- V/Î3). 
3 — i /'23 

Une vérification s'offre naturellement par le calcul direct de 
V(|) qui, d'après (54), donne 

(55,52)* = -25(79-+-3.7tv/23) = 2*(7 — 3tv/îï3)2. 
De la même égalité (52) je lire encore le résultat suivant 



^ ' 4^ St ^\ 3 — 2 tij 



V'(l) 
V(!) 



OÙ V désigne la dérivée de V, et où le signe sommatoire s'applique 
aux trois racines. Par un calcul direct, on a 

v'(-|) = 22.32(817 -t- 52.7* /;^), 

quantité qui doit être divisée par V(|). Le calcul précédent a donné 
V(f ) sous la forme 

V(|)=-l(3 + tv/i3)* = - 



(3-tVS)** 



La division s'efTeclue donc de la manière la plus simple, en 
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multipliant successivement par 3 — isf^ , 

( 3i7-+-5«.7tv^)(3 — iv/^)=: 2*( 3ii-+-i3iv/23), 
( 3ii-h i3tv/23)(3 — tv/23)= 2H7. II — 171/23), 
(7. II— I7iv^)(3 — tv/^)= — 28( 5-h2U'v/23), 
( 5-f- 2n*v/23)(3 — 1/23)= 107 -H 7^/23; 

7-^= -x-:7 (107 -+-7^/23), 

V(|) 2*. 3^ / / V /. 

3 o ^'(t) _ 7 / 5 ./^\ 

^ V(f)" 23.3^ ^^ '^'''^^• 

D'après l'expression de 5, on a, d'autre part, 

I — o.t ** -+- 4 

st Zs 

J'ai donc ce résultat, que j'avais en vue d'obtenir, 



2(*^y = 5(5-^'^) 



Soit maintenant 

(56) 53-N52-t-M5 — 2«(7 — 3tv/23) = o 

l'équation dont 5, 5,, 52 sont les racines. La précédente relation 
donne 

(57) N-f- L^ = Z(5h-.-v^). 

7 — 3iv^23 2 

Ce sont ces deux coefficients M et N dont la détermination four- 
nira l'expression, que je cherche, de s en fonction rationnelle 
de t. On peut tirer encore de l'égalité (62) deux autres équations 
du premier degré entre M et N par le moyen suivant. Elle donne 
immédiatement 

^^1—2^ V(— i) 

D'ailleurs, 

^I— 2^"" ^5*H-4~" 2^\5-i-2l s— '21/' 
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En désignant par F (5) le premier membre (56), on a, de la sorte, 

F'(2i) F'(—ii) T I V'(— i) 



t\'ii) h\-ii) 2 3 V(-i) 

Pour revenir de l'équation (56) à l'équation en t^ il faut chasser 
l'irrationnelle s. On a donc identiquement 

(58) F(5)F(-5)=^V(0, 

où X est un facteur constant, 5 et ^ étant deux variables liées par 

la relation 

, 2^-— 3 
t 

En différentiant, je conclus 

(2 — 5»)g IFXO _ F(— ^ )] _ Vit) _ 3 
6s lF{s) F(— 5)J ~ V(^) t 

puis, en prenant 5=2/, 

F'(ii) F'(— 2O iYi\) 



— } 



Fiii) F(-ii) 3 V(i) 



— '11. 



La connaissance des deux quantités -^jzf — ^ procure les deux 

équations du premier degré dont j'ai parlé. Me contentant d'avoir 
indiqué ce moyen, je vais en employer un autre, encore fondé sur 

la relation (58). Substituant dans V(^) l'expression t= _ ^ > 
on a l'équation 

S^ — 2.35* — 23.1 5752 -^ 2^.79 — 2.71/23(75*— 2^.752— 2*.3) = O, 

dont le premier membre doit reproduire 

--F(5)F(— 5) =52(52-4- M)2 — [N5î4- 22(7 — 3 tVâ3)]^ 

De là deux équations 

(59) 2M — N2 = - 2(3 H- 72^/^3), 

M2-23(7-3iV53)N= — 28(157 — 72^-/^) 

= -22(7 — 3tV23)(5.7-4-tVâ3). 
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Entre celte dernière et l'équation (67) éliminant N, j'obtiens 

équation du second degré donnant les deux racines 

M = — 4 ± 2(3.7 -^ W^)- 

Une seule convient, que l'on distingue immédiatement comme 
devant, par l'équation (Sg), fournir, pour N^, un carré parfait. 
On trouve ainsi 

M = 2(19-}- 4/23), N -: 17-}- 3tv/23, 
F(s) — s^ — 1752 -t- 2. 195 — 2^.7 — i^'iS (352 — 2S — 22.3): 

tel est le premier membre de l'équation cherchée. 
Si, de même, on pose 



\/-?-'=-^'' /^'=^-' i/^-=*'" 

ces quantités sont les racines de l'équation (p(s')= o, dont le pre- 
mier membre est conjugué du précédent, 

*(5')=5'3— I75'2-H2.I95'— 2Î.7-hlVâ3(35'«— 25'— 22.3). 

I 

Par là sont exprimés, comme on le voulait, 5 et 5' en fonction de t. 
On a, en effet, 

,^ , N52-^22(7— 3iV^) 
(61) s= -^^^-- -S 

égalité où l'on mettra, au second membre, à la place de s^. 

Pour s\ on prendra la relation analogue où l'on mettra à la 

place de s'^. 

C'est en vue d'effectuer complètement les trois dernières trans- 
formations du second ordre que j'ai calculé F et 4>. J'arrive à ces 
transformations. 



Les trois fonctions de l'ordre proprement primitif. 
Aux périodes 2Û, aÛ', définies par ks relations (5o), 

TCO = 2Û, TW'= S2' — Û, 
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correspoDd une nouvelle fonction Pw, dont je dénote les éléments 

par des lettres majuscules. La transformation conduit, par le 

même calcul que plus haut, à la relation suivante, analogue de 

Tégalité (5i), 

' v/(e — e')(e — e") E — E' 
- e E" 

Le premier membre est, en valeur absolue, égal à 

quantité réelle, puisque t est purement imaginaire. D'après la na- 
ture de la fonction P, dont les invariants doivent être réels et le 
discriminant positif, les trois quantités E, E''', E' doivent être 
réelles, rangées ainsi en ordre décroissant; de plus, le rapport 
Q': iù étant supérieur à l'unité, E'^ est négatif, et l'on aura 

( 62) -^„ - = v/9-4^2 = itss' ; 

le signe est ainsi choisi, parce que s et s' sont des quantités con- 
juguées, comme il résulte du calcul précédent, et que it est réel 
et négatif. 

Ayant obtenu s et s' en fonction rationnelle de ^, nous avons 
donc, sous la même foqne, les éléments nouveaux. Mais il faut 
réduire leur expression à la forme la plus simple, et, pour ce but, 
je vais exprimer tss' par une fraction du premier degré. Soit 

la fraction cherchée. Ayant mis la relation (61) et son analogue 

sous la forme 

_S ,_S' 

on conclura que l'égalité 

t^ _ H _ 
TT' G "" ^ 

a lieu en vertu de l'équation V= o. Le premier membre est donc 
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KV 

divisible par V, et doit avoir la forme t^tT ' ^^ '^' 

(63) ^îTp = H, 

ce qui doit être une identité. 11 s'agit donc de trouver les deux 
polynômes du premier degré G et K par la condition que le nu- 
mérateur soit seulement du troisième degré au lieu du quatrième, 
qu'il soit en outre divisible par TT'. Le quotient, du premier de- 
gré, sera le binôme H. 

En substituant dans l'égalité (61), on a d'abord 

S = ^[N5«-4- 2^(7 — 3t v/âl)! = 2.3i t— 3. ly — 3{it-h 3)tV23, 
T = t{s^-hM) = 'i^,5t — 3h-2iV/23, 
S' = 2.3i^-h3.i7 — 3(2^ — 3)/ /^J j 
T'= 23.5^-1- 3 — 2eV\/23, 



V = - ^S2; 



Pour T = o, on a ainsi 

on doit donc avoir 

(64) S'G-f-KS-o rdiv. T) 
et, semblablement, 

(65) SG — KS'-o (div. T'). 

Au moyen des égalités 

T-4-T'=2^5/, 

(22.5 — iVâ3)T — (2'.5-f-iV23)T' = -23.3.5, 

on peut exprimer S et S', sous forme linéaire et homogène, en T 
et T'; on trouve ainsi 

S = (11 -+-i/;i3)T — 2(3-4- iv/â3)T', 
S'=-2( 3-iv/â3)T-f-(ii.-tVâ3)T'. 

Par là, les deux conditions (64) et (65) deviennent 

(ji — iv/23)G — 2(3-hi/Ï3)K = o (div. T), 
(in-tv/23)G-i-2(3 — i/23)K^o (div.T). 
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Si donc on pose 

G = yT -+- y'T, K = >tT -h k'T, 
on obtient les conditions 

(il— 1/23)7'— 2(3-+-iV'^)^' = o, 
( 1 1 -+- i v/23 ) Y -+-2(3 — i ^23 ) A" = o. 

En exprimant enfin que le terme du quatrième degré disparait 
dans le numérateur (63), on trouve la dernière équation 

2^.73 [(20 + i\/iZ)^(-\- (20 — «V23)y'] 

= 7 . 1 9 1* /â3 [( 20 -T- i v/23 ) /: -h ( 20 — i v/23 ) k' ]. 

Les équations précédentes fournissent 

25/:' = (5 — y i ^2.3) Y, 'i^k = — (5 + 7t v/23)y. 

Substituant dans la dernière et prenant arbitrairement un cceffî- 
cient de proportionnalité, je trouve 

X- m 5t ( 5 — 2 1 v/23 ), A' = 2 ( 5 -4- 2 fc v/23 ); 

d'où résulte 

G -= — 32. 1 1 -h 2.7. iç)it v/23, 

Kr:=23(2.73/-H3tV*^)- 

Il reste à trouver U. A cet effet, je prends ^ = f , ce qui donne 

et, par conséquent, 

TT'H = |S(S'G + SK). 

Pour t = Ij nous avons 

8 = 2.3(7 — 31 v/53), S' = 2^. 32, 

K= 23.3(73 H- tV'^), 

G= 3( — 3.114-7. 191 v/23), 

S'G-t-SK = 2*.32(48n-ii.i7t/23). 



1 
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D'autre part, 

T:=3(!9-hiV23)=:|(5-tVÏ3)(3 -4-tv/23), 
T' = 3(21 — t/âs) - 1(5 - 3iVâ3)(3-4- t v/âs), 

TT' = — ^ (1 1 4- otV'^)(3 -4- t/î^)', 

f S = 3ï(7 - 3t v/Ï3) =: - i!( 3 -i- i s/^)\ 

Il vient donc 

(i I -f- 5 1 /ÏS) H = 2*. 3»(48 1 -h 1 1 . 1 7 «Vâ3 ) 
ou finalement 

H = 23.3*(7.ii — t/Î3) (' = !)• 

Le changement du signe de t et de y/aS laisse inaltérés V et G, 
change R en — K, échange T et — T', ainsi que S et — S'; ce 
changement a donc pour effet de reproduire H, changé de signe. 
On a donc aussi 

H= — :^3.3î(^.,,_^iY.;^) (t=^l). 

Par conséquent, pour / quelconque, 

H=23. 3(2. 7. 11^—31/23). 
Comme vérification de ce calcul, prenons ^ = o, ce qui donne 

— KV = 28.3*1/23, / 

J t = o. 

TT'H = 23.3*tV^, » 
J'ai donc la formule cherchée, savoir 

, H 2^.3(2.7.11^ — 3ev/23) 
tss = -^ z= ^-—^ . .— • 

Mettant f = — > on la change en la suivante : 

2 c 

.««. , 23(01/23 — 3.7.11)1 
(66) tss'= —^-^ ^^==^. 

110-^7.19 /23 
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Remplaçant enfin c par son expression (46), j'en déduis, sui- 
vant (62), 

E — E' 4_|-(^_f.A)s/'l3 



(67) 



— ^E" 21 /23-i-ii(^-i- A) 



Prenant arbitrairement un coefficient de proportion, je poserai 
donc 

j E = 2iv^-+-32-4-(8s/23-+-ii)(^-H A), 
(68) < E' = 2is/23 -32— (8/23 — ii)(^H-A), 

\ E" = — 42/23 — ii{g -{- h). 

Pour les deux autres fonctions P| et P2, les formules seront 
analogues, g -\- h étant remplacé par 8^ + O^A ou 8^^ + 8/i. Par 
les égalités (5o), il est manifeste que, dans ces formules, E'' est 
remplacé par E'^ ou E'^. Mais il reste à savoir dans quel ordre E 
et E' sont remplacés parEi et E'^ ou E2 et E'^. Pour ce but, suppo- 
sant, dans le second membre (67), g -{- h remplacé par 8^ -H 8^/*, 
multiplions les deux termes par le conjugué du dénominateur, ce 
qui donne 

[4 -t-(ô^ 4- 02 A) /Ï3] [21 /23 -+- 1 1 (ÔV -+- 0^)]. 
La partie imaginaire de ce produit est 

^V3. 



(21.23 — 4-ii)(^ — ^) 



2 



le coefficient de i est positif. L'échange de E — E' en iii(E< — E'^) 
doit donc être fait de manière que, dans 

_ El — E'; 

la partie imaginaire soit positive. En employant les séries ^, on 
trouve, pour la partie principale, 



El — E'; _if 21v^3 /q'j i-his/i^ 



L^, = — Ae 363 > 



E'i i« V^i 3 



)■■ 



les autres termes sont sans influence sur le signe de la partie ima- 
ginaire : c'est le signe plus. C'est donc E"^ qui remplace E. Quant 
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à la fonction P2, ses éléments sont conjugués des précédenls. 
Ainsi, en passant aux fonctions V^ ou P2, on doit, dans les for- 
mules (68), remplacer g -h h par 6^ -h Ô^A ou par 8^^ +6A et, 
en même temps E, E', E'' par E'|, E|, E'^ ou par E'^, E,, E'^. 
Ainsi est pleinement achevée la solution du problème proposé. 

Comparaison avec les résultats antérieurs. 
Soit posé 

Prenons V(<) V( — /), puis remplaçons t- par son expression en 
y, savoir 



4 1-+-47 

Nous obtenons ainsi, pour jk, l'équation 

(i7-+-0(r— 79)^-^7'.^3(7J — 3)2=0, 

qui, étant développée, se réduit à 



;fe)'-««fé)"-»(5 



-i- I = o. 



(^*est l'équation donnée, par le R. P. Joubert, dans les Comptes 
rendus de 1860 (1®'' semestre, p. 912). Sa résolution suffit, bien 
entendu, pour définir explicitementles fonctions cherchées, puisque 
l'invariant absolu est rationnel en t-. D'une manière générale, 
pour toute fonction elliptique, on a 

(70) I p^^3 = aMr-2)(ï-^4y)S 

( p6A =2^36^2(1 -H 4y)S 

en désignant par p un coefficient d'homogénéité, dont l'expres- 
sion est 

^ 3\/i-f-4r __ 9g 

p e' — e" (e' — e)^' 
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Ce coefficient p peut être pris ad libitum; aussi les invariants 
sont-ils définis par la seule quantité y, ou par t^. Mais, pour 
avoir les quantités e^ e', ^", sans nouvelle irrationnelle, il faut 
connaître t, 

Semblablement, à l'égard des trois fonctions répondant à Tordre 
proprement primitif, la connaissance de y suffit aussi pour dé- 
finir les invariants. Effectivement, en prenant la transformation 
du second ordre qui fait passer de jd à P, ainsi que la transfor- 
mation inverse, on a les deux relations 

_^ ^{e—e'){e-e'') _ E-E^ _^ y/ÇE'-^ E) (K^- E^) _ e' — e' 

— ^ e ~ E" ' ~~ * "" " - ' 



iw 



et, en posant encore 

(E*^ — E)(E'' — E^) 
" (E — E')2 

on en déduit la relation, bien connue, 

Prenant maintenant les formules (70) y mettant des lettres 
majuscules, au lieu de ^2î ^.1» JK^ • • • ^ puis remplaçant Y par 

-^ ei y par son expression en fonction de c^, on trouve 

X2G,r.3(4cî-i-'27), 
X3G3-^c(8c^^-8I), 
À«A =36(c2-f-9); 

le coefficient X a Texpression suivante 

SïE" 



X = 



4c(E*'— Ë^CE"— Ë') 



III. i3 
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II. 



Parties aliquotes de périodes; leur répartition en groupes, quand le diviseur 

est un nombre premier. 



Dans ce qui va suivre, les arguments seront toujours envisagés 
à des périodes près : deux arguments, quand ils diffèrent entre 
eux par une période, seront donc considérés comme un seul et 
même argument. 

Par la notation (v„ on désignera une /i**™® partie de période 
effective; c'est-à-dire que mvn est une période et qu'il n'existe 
pas, en même temps, un autre entier m, inférieur à /i, rendant 
imvn égal à une période. Quand n est un nombre premier, celle 
dernière restriction est superflue. 

Dans ce paragraphe, nous supposerons n un nombre premier. 

Les arguments Wn sont compris dans la formule générale 

(I) Wn = — —^ =(PiP), 

où Ton doit mettre pour p et p' les entiers depuis zéro jusqu'à 
n — I, en exceptant la combinaison /? = o, /?' = o. Le nombre 
des arguments Wn est donc n^ — i ; leur somme est une période 



2 



n(n- -i) , , ,. 

Wn = ~-^ ( 2W -h 2 0) ). 

'1 



Le produit de iv„ par un des entiers 1,2, ... (n — 1) est 
encore un argument {v„. Prenant donc l'un quelconque des argu- 
ments çPnt on peut former, avec lui, le groupe (wn) composé des 
arguments 

Si l'on avait pris, au lieu de (v«, l'un quelconque miVn des ar- 
guments du groupe, on retrouverait ce même groupe; car les 
nombres /n, 2m, . . . , (n — i) m reproduisent i, 2, . . . , /i — i à 
des multiples près de n. 
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Soit maintenant iv]^ un autre argument étranger à ce groupe ; 
on formera, avec lui, un autre groupe iv'^^ composé des argu- 
ments 

ce dernier est entièrement différent du précédent. En effet, comme 
on l'a montré pour le précédent, il se conserve, si, au lieu de w'^j 
on prend pour le former un quelconque des arguments imv'f^. Si 
donc un de ces arguments appartenait au premier groupe, tous les 
arguments appartiendraient aussi à ce groupe, ce qui est contre 
l'hypothèse. 

En poursuivant de même, on voit les n- — i arguments Wfi se 
répartir en groupes, dont chacun contient n — i arguments. Le 
nombre de ces groupes est ainsi /i H- i . 

Au moyen de la formule (i), on peut faire aisément la distinc- 
tion des groupes. Pour avoir des résultats d'une forme générale, 
il convient d'admettre que les nombres/? et/?' sont déterminés à 
des multiples près de n. 

Deux arguments (/?, /?') et (r, /-') appartenant au même groupe 
sont caractérisés par la condition 

(•;•) pr' — p'r^=o (mod /i). 

Cette égalité a effectivement lieu si l'on a pris r et /■' égaux à 
mp et mp' . Inversement, la congruence ayant lieu, soit 

(3) pr' — p'r = \Ln\ 

on en conclut 

p{r' ->r'^' n) —p\r -f- v/i) = n ( [Ji -+- /? v' — />'v). 

On peut trouver v et v' par l'égalité 

jDv' — /?'v -t- (ji = o; 

car, si/? et/?' ont un facteur commun, ce facteur, d'après (3), ap- 
partient aussi à [x. Cela étant, r + v/i et / + v'n sont proportion- 
nels à/? et/?'; ce qu'il fallait prouver. 

Supposons maintenant un argument (r, r') qui n'appartienne 
pas au groupe de (/?,/>')? ^^ sorte que la congruence (2) n'ait pas 
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lieu. On pourra trouver un entier m par la condition 

m{pr' —p'r)^^ i (mod /i). 

On voit donc qu'il j a, dans chaque groupe, un argument (/', r') 
caractérisé par la condition 

(4) pr' — p'r=^ï (mod 7i). 

On peut donc figurer les divers groupes comme il suit par le 
|)remier argument de chacun d'eux, en supposant que /• et /•' con- 
stituent une des solutions de la congruence (4) : 

(P,P')7 (r,r'), {r-r-p,r'-i-p'), {r -^ ip, r' -{-ip'), .... 

Dans celte figuration, le premier argument, dans chaque groupe, 
dépend essentiellement du choix de (/?, />'). 

11 est permis, sans restriction, de supposer p et p' premiers 
entre eux ; car, en prenant pour v tous les entiers, on reproduit, 
au mojen des nombres p H-v/i, tous les entiers, à des multiples 
près de p' . 11 existe donc des nombres p -hvn^ premiers avec p'. 

Ayant ainsi choisi/? et p' premiers entre eux, on peut, au lieu 
de la congruence (4), prendre l'équation 

(5) pr' — p'r = i 

pour définir le premier argument du groupe suivant. 
Soit posé maintenant 

( ro) -t- r oi = tii . 
Les groupes sont ainsi figurés 

'lOi 9.(0' '}.Ci 9.0» 2 0>' ^Ui 5tO>' 2(/l — l)o> 
(7) > — y 1 > H ) • • • > 1 -• 

n n II II n n n n 

D'après (5) et (6), au et au' forment une paire de périodes 
équivalentes à 2(o et 2(o', ou primitives. La figuration (7) des 
divers groupes est donc telle que le premier argument du premier 
groupe est un quelconque des n^ — i arguments fv». Le second 
groupe est arbitraire aussi ; mais le premier argument est déter- 
miné dans ce groupe. 
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Tous les autres groupes sont ensuite déterminés complètement, 
quant à leur ordre et quant à Tordre des arguments dans chacun 
d'eux. 

Dans cette figuration (7), on peut représenter le premier argu- 
ment de chaque groupe ainsi 

(8) (1,0), (0,1), (1,1), (2,1), (3,1), ..., (/i— 1,1). 

Le choix du couple de périodes 20), aw' influe seulement sur 
l'ordre des groupes. 

Cas où le diviseur est une puissance d'un nombre premier. 

Soit a un nombre premier et supposons n = a«. Pour que (v„, 
donné par la formule (i), soit une /i'^"™® partie de période, il faut 
et il suffit que l'un, au moins, des nombres p el p' soit premier 
avec a. Le nombre des iVn est donc 

Gela étant, le produit mwn sera de cette même nature, si m 
n'est pas divisible par a. En prenant m dans la suite i, 2, . . . /i — i, 
il faut donc excepter les nombres «, la, 3a, . .. (a«~* — \)a. 
Il reste donc a* — i — (a*~' — i) nombres m. Soit posé 

n — a'^, o{n) = a'^ — a^-^ = nli J. 

En raisonnant comme au paragraphe précédent, on voit se sé- 
parer les arguments çvn en groupes, dont chacun contient des 
arguments en nombre <p(/i). Le nombre total des groupes est 
donc 

T. , "'('~^) /^.\ 

T(/i)= — -, -^ = ^1-1--). 



Deux arguments (j>^ p') et (r, r') appartenant au même groupe 
sont encore caractérisés par la condition (2). La preuve est la 
même qu'au paragraphe précédent. Dans la démonstration, il faut 
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observer que, si p et />' ont un facteur commun, ce facteur est 
premier avec n par hypothèse. Cette observation est nécessaire 
pour établir qu'un facteur commun kp et p' appartient aussi à |i. 
Que Ton envisage ensuite les arguments (r^ r') pour lesquels 
pf^ — rp' est premier avec /i, et l'on est conduit à la considération 
de /i + I groupes 

(PyP')^ inr'), {r-hp, r' -hp), (r-h «2/?, r'-+- 2/?'), •••• 

Mais il en existe d'autres, car pr' — r/?' peut être non divisible 
par /i, sans être cependant premier avec n ; c'est ce qui arrive si 
pr' — r/?' est divisible par a, ou a^, . . . sans l'être par a«. 

Soit donc/?/-' — f'p' divisible par a*, sans l'être par a*+^ On 
pourra déterminer m par la condition 

m{pr' — rp')^a^' (moda*). 

Mais, tandis que précédemment il existait un seul nombre m 

(aux multiples près de /i), il en existe maintenant plusieurs. Soit, 

en effet, 

m'(pr' — rp') — a* (moda«) ; 

on en conclut 

(m — m') {pr' — rp')^o (moda«). 

Puisque pr' — rp' contient le facteur a*, m — m' est assujetti 
seulement à contenir le facteur a*~* ; les diverses solution s sont donc 

Ainsi, dans un même groupe, il y a plusieurs arguments (r, r') 
caractérisés par la condition 

(9) pr' — rp'==a'^ (mod.n), 

et le nombre de ces arguments est égal à a^. 

Si l'on prenait donc toutes les solutions (r, r') de la congruence 
(9), à des multiples près de /i, pour former autant de groupes, 
chaque groupe serait répété un nombre de fois égal à a*. Cher- 
chons à éviter cet écueil. Soient les deux arguments (r<, r\) et 
(^2, ^'2)» obtenus en posant 

r, = r 4- V2/>, r'j = r'-t- Vj p'. 
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Pour que ces deux arguments appartiennent à des groupes dif- 
férents, il faut et il suffit que r^ r[^ — r2r\ ne soit pas divisible par 
n. Or on a 

n^'î — ri r\ = (V1--V2 )(/>/•'— rp') = (vi — V2)a* (mod /i). 

Il est donc nécessaire et suffisant de prendre les nombres 
v^, V2, ... à des multiples près de a*~*, par exemple dans la suite 
G, I, 2, . . ., a^"^ — I. 

En outre, comme pf\ — r^p' ^ a*, on voit que, sir^ est divisible 
par a, r\ le sera également, et (r^, r\) ne sera pas un n*^™^ de pé- 
riode effective. On doit donc exclure les valeurs de la suite pré- 
cédente, en nombre a*~*""*, pour lesquels r-^y^p serait divisible 
par a. 

Ainsi, pour chaque exposant A' = i, 2, . . ., a — 1, ayant pris une 
solution (/•, W) de la congruence (9), on aura les groupes distincts 
ci-après 

^ V i-» /- /» j ^_|_vy?>o (moda). 

Le nombre des groupes pour l'exposant k est ainsi a^"^ — a*"*"*"* ; 
pour l'ensemble des exposants A*, ce sera 

(aa-i_ «a-2) ^_ (aa-2— a^-^) -h . . .-+■ (a — i) = a^-i — i. 

En y joignant les groupes ci-dessus, en nombre a'* H- i , on retrouve 
le nombre a* -h a^~^ = T(n) des groupes, tel qu'on l'a vu précé- 
demment. 

En rapportant les arguments aux deux périodes arbitraires 2G> 
et 2w', on aura, outre les groupes (8), ceux-ci 

(i,a*), (2, a*), ..., (X,a^), ..., 

où "k est successivement égal à tous les nombres premiers avec a, 
inférieurs à a"~*. Ce sont donc les arguments 

OÙ "kj premier avec a, est inférieur à a*"*. 
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Cas OÙ le diviseur est quelconque. 

Pour que iVn, donné par la formule (i), soit une /i^*^"'^ parlie de 
période, il faut et il suffit que /?, p' et n aient pour plus grand 
commun diviseur Tunité. Un groupe est formé avec les produits 
d'un argument w^ par les nombres premiers à n et inférieurs à n» 

Soit n décomposé en ses facteurs premiers, a, 6, c, ... 

n = a^b^ct, ... 



Chaque fraction — ou — peut être décomposée ainsi : 



P ^ El , Pi _^ P} 

n"" aà ~^ bf< "^ cl'"'"' 

P' __ P\ _^ P\ ^ P'z 



n " a'*' ^ bf^' ^ cl' ' 



chacune des fractions partielles étant réduite à sa plus simple ex- 
pression. De cette manière, iPn apparaît comme la somme de di- 
vers arguments 



%P\iù 2p\o)' ipitsi 'iPi<»> 



a'* a'*' b^' M' ' 

Pour que Wn soit une /i*^'"® partie de période, il faut et il suffit 
que l'un des exposants A, h' soit égal à a, Tun des exposants A", A*' 

égal à p, Ainsi w^ est la somme de divers arguments ^v,,^, 

(v„j, . . ., /ii, /i2, . . . étant des puissances de nombres premiers 

ni = a«, /ij = b?, n^= et, . . - . 

Prenons pour sv^^ le premier argument d'un groupe, pour sv^^ 
le premier argument d'un groupe, etc. , cela de toutes les manières. 
Nous aurons ainsi des arguments Wn appartenant à des groupes 
différents; car la condition 

pr — rp'^o (mod/i), 
se décompose en 

Pir\—rip\^ o (mod/ii), 

P^r'i— r^p'^^ o (mod/ia), 



FRAGMENTS UIYERS. 201 

donl une, au moins, n'a pas Heu d'après l'hjpothèse. D'après cela: 
1° Le nombre des groupes est 

T(/i) = T(/iOT(/i2)...-/i(i-+-^-)(i4-^j..-. 
2" Le nombre des termes du groupe est 

o{n) = o{ni) ^(rii). . .= n( i - -^) y — Ij 

3" Le nombre total des (r„ est 

La fonction ^{n) est bien connue en Arithmétique, comme dé- 
nombrant les nombres premiers k n et inférieurs à /?. 



Groupes composés. 

A l'ensemble des arguments iVn on a souvent besoin d'adjoindre 
les divers arguments çpg, où 8 est l'un quelconque des diviseurs 
de n. L'ensemble de tous ces arguments compose celui des n^^^^* 
parties de périodes effectives ou non, dont le nombre est n^, si l'on 
y comprend l'argument zéro, correspondant à 8 = i . De là résulte 
l'égalité arithmétique 



où 8 est successivement égal aux divers diviseurs de /i, y compris 
n et l'unité. 

Semblablement, si au groupe (w^) on adjoint les produits des 
iVfi par les nombres non premiers avec /i, on obtient un groupe 
composé qui contient des n»^"«* parties de période non effectives, 
des fvg, fvg', .... Pour obtenir un argument (rg, il faut multiplier 

par un nombre /Wi ^ > où m< est premier avec 8. Pour que cet ar- 
gument soit obtenu une seule fois, il faut que m^ soit inférieur 
à 8, de telle sorte que — :^ soit inférieur à n. Du reste on obtient 
des arguments tous différents entre eux quand on multiplie iVn 
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par les nombres i , 'a, ...,/? — i . De là 

relation arithmétique bien connue. 

Mais, si Ton prend ainsi pour chaque premier argument «>« le 
groupe composé, les arguments «'5 se trouvent, dans l'ensemble, 
répétés plusieurs fois. Dans l'ensemble des T{n) groupes, il y a 
T(/i) cp(ô) arguments (vg. Comme le nombre des argument (vg dis- 
tincts est seulement T(ô) cp(o), on voit que chacun d'eux est ré- 
pété un nombre de fois égal à 



Tin) _ nf I \ / j_ 

T(8) " 8 V'"^ a') y "^ b' 



a\ b\ ... étant les facteurs premiers qui entrent dans n sans en- 
trer dans 3. 

Soit, par exemple, ^ = 1 20 = 2'. 3 . 5, T(/i) ^== 288. Les w^ 0^ 
demi-périodes sont répétées chacune 96 fois, les iVz 72 fois, les 
w^ 48 fois, les çVio 16 fois, etc. 

Gfrroupes cycliques. 

Au lieu de multiplier un argument \Vn par les ^{n) nombres 
premiers à /i, on peut le multiplier par les puissances d'un tel 
nombre. On forme ainsi le groupe cyclique 

comprenant des termes dont le nombre k est marqué par le plus 
petit exposant k (hormis zéro) qui satisfait à la condition 

[ji* ^ I (mod n). 

On sait, par le théorème de Fermât, que cet exposant k est égal 
à.cp(/i) ou à un diviseur de cp(/i). Si [x peut être choisi de telle 
sorte qu'on ait k^=o{n), le groupe ainsi formé ne diffère 
pas, sauf par l'ordre des termes, du groupe défini précédemment. 
Celui-ci est donc cyclique. Soit, au contraire, k < ?(^); les «p(/i) 

arguments se répartiront en - , -groupes cycliques ; et l'ensemble 
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de tous les arguments iVn formera T(/i) ' , = T^ (/i) groupes cy- 
cliques. 

Théorème général sur les fonctions cycliques. 

* 

Arrivons maintenant aux conséquences algébriques de la répar- 
tition en groupes. Nous devons d'abord rappeler que les fonctions^, 
pour toutes les n»^'™^* parties de périodes, effectives ou non, sont 
les racines d'un polynôme t{^^(w), entier par rapport à l'inconnue 

x = puj ou bien-!-^^ — / §{ n est pair. Dans ce polynôme, le terme 

du plus haut degré en x est purement numérique, les autres 
entiers en g2 et ff^j et l'homogénéité y est respectée. Quand n est 
un nombre composé, ce polynôme est décomposable en facteurs 

dont chacun, Ôg, a pour racines les fonctions p des arguments wpg, 
S étant un diviseur de n. Chacun de ces facteurs Og a aussi les 
mêmes caractères algébriques que ^n î le premier coefficient est 
numérique, et les autres sont entiers en g2 et g^. Supposons en 
effet qu'il en soit ainsi pour tout nombre composé de v facteurs 
premiers égaux ou inégaux, et soit n un nombre comprenant 
V + I facteurs premiers. Les diviseurs de /z, autres que n lui-même, 
ont moins de v + i facteurs; donc tous les ôg, où 5 << /^, ont les 
caractères énoncés. Mais on a 

^^,, =e„n68, 

et le quotient de ^„ par IlOg, qui est un polynôme entier, aura les 
mêmes caractères. 

On doit observer en outre que les iVn (sauf Tunique cas n = 2) 
sont deux à deux égaux et de signe contraire; car tv„ et — iVn sont 
en même temps des n»<^™«* parties de périodes, et sont distinctes, 
l'équation iVn"^ — ^Vn exigeant 2(v„ ^ o, ou iVn = demi-période. 
Les fonctions pwn sont donc en nombre ^(f{n)T(n). 

Ainsi les quantités x = pwn sont les racines d'un polynôme 
6rt(j:), de degré |^(p(/2)T(/i), dont le premier coefficient est nu- 
mérique et dont les coefficients sont entiers en g^ et g^. 
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Corollaire. — Les sommes de leurs puissances semblables {à 
exposant entier et positif) sont des fonctions entières de g% et 
de g^. 

Nous appellerons fonction cyclique toute fonction rationnelle 
des symboles p et p' appliqués aux arguments d'un groupe cy- 
clique et en outre symétrique par rapport à ces arguments, et ne 
contenant aucune irrationnelle. Une telle fonction F a seulement 
Ti{n) valeurs. Elle dépend algébriquement de g2 et g^ : elle doit 
donc être racine d'une équation de degré Ti(n), à coefficients 
rationnels. Voici comment on peut, en effet, le prouver. 

Soit fv l'un des arguments du cycle. Tous les autres sont des 
multiples entiers de iv; toutes les fonctions p et p' de ces argu- 
ments sont donc exprimables rationnellement par piv et p'iv. On 
a donc 

(lo) F = A-i-Bp'«^ 

A et B étant rationnels en piv. Mais la fonction, étant symétrique, 
ne change pas quand on y remplace iv par un autre argument du 
groupe. On a donc, en désignant par F^, F2, . . . la même fonc- 
tion avec les autres arguments et par v le nombre des arguments, 



Fr-. ll^F-f-F, -+- ... -i-Fv-iV 



Ainsi l'on peut mettre F sous la forme d'une somme de v fonc- 
tions, chacune d'un seul argument. La somme des fonctions F 
pour les divers groupes devient ainsi la somme de cp(/i)T(/2) 
fonctions, dont chacune contient un seul argument, et tous les 
arguments Wn s'y trouvent. Ainsi la somme des fonctions F pour 

tous les groupes est égale à - SA, cette somme appliquée à tous 

les arguments iVn; car la somme HBp'iv est nulle, les arguments 

étant deux à deux égaux et de signe opposé. Donc enfin SF = - SA, 

cette somme appliquée à toutes les racines j; de 0/|. C'est une fonc- 
tion symétrique des racines de ô,,; elle peut donc s'exprimer ra- 
tionnellement par les coefficients de ce polynôme, qui sont eux- 
mêmes rationnels en g2 et ^3. 

Ce qu'on vient de dire pour F s'applique aussi bien à son carré, 
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son cube, etc.; donc S F'" est rationnellement exprimable en g^, 

et ^3. c. Q. F. D. 

Ainsi toute fonction cyclique est racine d^une équation algé- 
brique j dont le degré est égal au nombre des cycles, et dont 
les coefficients sont rationnels en gy et g^. 

On vient de reconnaître que dans 2F la partie impaire Bp'çr 
disparaît. Cette partie peut être écartée avant la transformation. 
En effet, F, exprimé sous sa forme primitive par les divers argu- 
ments, aura un dénominateur ne contenant que des symboles p. 
Or l'expression de pmw ne contient que pw; en la différentiant, 
on voit que p' mw est le produit de p*w par une fonction de pçv. 
Un produit de k facteurs p donne lieu à une fonction rationnelle 
de pw, multipliée par (p'w')^ ; ce dernier facteur est lui-même une 
fonction rationnelle de p^v si k est pair; mais il restera un fac- 
teur p'iv si k est impair. On devra donc distinguer les parties 
paires, comprenant un nombre pair de facteurs p', et les parties 
impaires; ces dernières disparaissent de la somme. 

Par exemple, soit 

(II) F = p'f pVip'po .-. , 

^, ^ij ^8,. . . étant des arguments du groupe cyclique. 

Si le nombre des facteurs est impair, toutes les sommes de puis- 
sances impaires seront nulles : Téquation en F manquera de tous 
les termes de rang pair. 

Théorème sur les fonctions cycliques entières. 

Une fonction cyclique est entière quand le dénominateur, ré- 
duit à une fonction entière des symboles p seulement, est pure- 
ment numérique. 

Telle est la fonction (i i). Le théorème qui les concerne consiste 
en ce que Inéquation ^ = dont dépend une fonction cyclique 
entière a ses coefficients entiers en g^ et gz, le premier coeffi- 
cient étant numérique. C'est la même propriété que pour les 
fonctions 0,j. 

En effet, les coefficients de l'équation B,i = o étant entiers en 
g2 et ^3, et le premier d'entre eux purement numérique, les ra- 
cines p(fv,i) de cette équation restent finies pour toutes les va- 
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leurs finies de g^ et de g^. Or les sommes des puissances sembla- 
bles des racines de ^ = o, et par suite les coefficients de cette 
équation, sont des fonctions entières des quantités p(^Wn)' Donc 
ces coefficients resteront finis, quels que soient g^ et ^3, et seront 
entiers par rapport à ces quantités. 

Sur le calcul de la fonction 0/t. 

Les séries à double entrée fournissent un mojen de calculer les 
sommes des puissances semblables des symboles p pour le groupe 
complet des arguments Wn* Prenons le développement (10) de la 
page 369 du Tome I 



w 



et mettons-y pour u l'argument 



•Xpiii -h TLD ta 

u = -^ — 

n 



On trouve, pour le terme général sous le signe sommatoire, 



(2ra)-h ar'o) )!*-+-* 



(r=p — nin, r' = p' — m'n). 



Ainsi r et /' prennent toutes les valeurs congrues k p et p' sui- 
vant le diviseur n. 

Si l'on prend les n^ — i arguments u qui sont des /i*^"®* de pé- 
riodes effectives ou non, la somme des n^ — i séries analogues con- 
tiendra tous les termes où r, r' ne sont pas à la fois multiples de 
n. Pour avoir toutes les périodes, il y manque les termes 

JLt (2r/ia)-t-2r'/ici>')l*-»-« "JLt wV^' 

On a donc 

Cette somme est nulle si [x est impair. En supposant [xpair = 2v 



et 



pU= -j -f-CiK*-|-CjU*-|-. ..-hCXtt*^-*-h..., 
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on a (t. J, p. 366) , 

Ainsi, en observant que chaque fonction p a été obtenue deux 
fois 

Soient posés, pour le nombre /i décomposé en ses facteurs pre- 
miers 



?(^(") = "K'-i)('-r.)('-cîi) 



• • • • 



Si l'on fait la somme pour les arguments ^Vn seuls, on aura 

(l3) 2 P*^(«'„)r:^1.2v!cp2v+2(/0Cv+l. 

Effectivement: i° la fonction '^^^ jouit de la propriété qu'appli- 
quée à tous les diviseurs de n^ y compris i et n, elle donne 

« 

(i4) ^?^(^) 



nV-. 

Pour le prouver, il suffit d'observer que Çijl(S) peut s'obtenir 
ainsi. Prenons les diverses suites 

'^•'V (-,-,)' '='''^-"(-^,)' •••' '^K'-cîl)' •' 

et formons le produit obtenu en prenant un facteur dans chacune 
des lignes. Ce sera un des termes Y(j.(8)- On, a tous les ^^(S) en 
prenant toutes les combinaisons analogues. DoncScpjjL(S) s'obtient 
en faisantla somme des termes de la première ligne, de la deuxième 
ligne, de la troisième, etc. et multipliant entre elles ces sommes. 
Donc le produit sera aV-^b^^c^y . . . = nV-, 

C. Q. F. D. 
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2® Supposons J'égalité (i3) prouvée pour tout nombre rii ayant 
^facteurs différents ou non, et supposons que n ait un facteur de 
plus. On a, dans l'égalité (12), 

où 8, 8\ . . . sont les diviseurs de n, sauf n et V unité. Pour tous 
ces diviseurs, le nombre des facteurs ne surpassant pas k, l'égalité 
(i3) est supposée exacte. D'après la relation (i4)? ^^ ^^ conclura 
la relation (i3) pour n. Elle est prouvée pour le cas où n est pre- 
mier, car alors les relations (la) et (i3) coïncident; elle est donc 
généralement prouvée. 

Par cette relation, nous connaissons l'expression des sommes 
symétriques formées avec les dérivées d'ordre pair des p{{Vn)* On 
passera de là aux sommes de puissances semblables par les for- 
mules de décomposition des puissances de p en éléments simples 
(t. J, p. 2o3). On en conclura 

Voici une formule générale pour ces sommes. 
Soit 

On a 

f DwV«-^-l — — ! I- ^^ -4- -I- ^f" -u -1- ^"* _!_ A _i- 



On a d'ailleurs généralement 



p(2X-2)^ = ^2l_jlî _^(,^X-2)!CX-+-..,. 
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Par conséquent 

Telle est la formule de décomposition en éléments simples, ob- 
tenue suivant les règles usuelles. On en conclut 



p = m—i 



Pour m =: 4^ on B. 

Ao=i, Aj= 5cj, A3=5c3, 

A4 = ÔC^-H IOC|, A5= 5C5-r- 2OCJC3 ..., 

20 28 2*. 3. 52 2*. 5. 7. II 

-^Éid "^ 2*. 3. 5 \2'. 7. II 2^.7 2^.7 * / 

Pour m = 5, 

(p «'«)« = — (?12- ?2)H —(?8-~ ?»)-+- -^'(96 — ?2)H- '^ ^(?*-?l) 

-h (6C6-i- 30CjCt-T-l5c5+ 20c|)Çî. 

Mais la séparation des termes est déjà très laborieuse. 



Calcul de quelques fonctions symétriques. 

Soit Si =\^pf^',j appliqué à un groupe de o(n) termes. 
Pour les divers groupes, on a manifestement 

2*»=*^' 2*'"^°^^*' 2*^""^^'' 
"^sl^-^g^l, 2*^="^^'^^' 

et il faut calculer les coefficients numériques a, p, . . . , on voit 

III. i4 



L 
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que jusqu'à ^5f, inclusivement, il y a un seul coefficient, qu'on 

peut donc calculer en supposant A = o. 

A cet effet, nous ferons w' infini. Il y a alors un seul groupe où 



20) 4^ 
as iiiuLiis , eu sera 

On a alors, en général, 



les arfi;uments ne soient pas inunis; ce sera — > ^— > • • • • 
^ ^ n n 



p=» p = 



:= ao 



'^"~ W« '^Jiâ (Wzt:2/?a))2 ~~ 20)2^ jÔ« 

l^our tous les groupes, sauf le premier, 






tandis que, pour le premier groupe, 

Soit — - ^ ~ = A. Pour évaluer 5| pour le premier groupe, 
nous savons qu'on a 

c'est-à-dire 

Si — [T(n) — i]o{n)X = o. 



Soit maintenant à calculer ^^J. Cette somme se compose '- 

1° du 5Î du premier groupe; 2° de ceux des autres groupes, pour 
chacun desquels on a Si= — (f(n)A, 



La somme de ces si sera 



[(T/i)-i]cp(/i)2A2; 
donc 



= T(/l)[T(Al)-l]çp(/l)2A2. 
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Semblablement 

V5Î = [T(/l)-l]3cp(Al)3A3 — [T(/l)— l]cp(/l)3A3 

= S[T(/i)-i]3_T(/i)-hiîcp(/i)3A3, 
2^} = ![T(n)-i]^^T(/i)-i|Q(/i)4AS 

2*î = l[T(n)-i]5-T(fi)-MÎ(p(/i)5A8, 



Telles sont les expressions auxquelles les sommes se réduisent 
pour to' infini. Il reste à évaluer A. Or, parle développement de dé- 



générescence, on a 






{p±u) 

p=l 



2 



I TT^ TT* „ 2 7:^ , 

= — -{-— -t- -- W2+ — - M* -4-... 

w2 3 j5 189 



et, par conséquent, 



2dp^ "^ ¥ ' 2dp "^ 2.32.5' ^]ô« ^ 33.5.7 



Mais on a 



_ 2.U0 ^ ^ _ '^ \7 ' 

A2- — /'y-V=— y- = -^- 

donc 
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On aura ensuite 



^3 



2^? = |[T(/i)-ip-T(/i)4-i!?(/i)3 
2^} = l[T(n)-i]^4-T(/i)-^i!o(n)*^, 

2^î = |[T(/i)-i]e-+-T(n)-itc?(n)e(Çy+X(*)A, 
2^î = |[T(n)-ip-T(/0-Hii?(/i)^f|;§» 



Au lieu des groupes des iVn, si Ton prend les groupes compo 
ses, on aura à remplacer simplement ç(/î) par n — i . 
Dans le cas d'un nombre premier, on a 

<p(/i)=/i — I, T(n) — I = n, 



^1 

2 



2*î = «(«+>)(«-i)*f 

2*î = "("*-0(«-i)»gf. 
2^î = «(«'-.)(«-.)'(f^yf- 



Soit 



(l5) 5T_^^j5T-î_|_^3 5T-3_^_^^5r-V_^, . . = o 



(* ) "k inconnu. 
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l'équation dont 5, est racine ; on aura 

^ 2^ ' ■! 12 

/>s- 32i*>- 3 "8' 

'"= .-(2")"-2" 

= î(g)'[«'(« + i)'(«-')'-2/i(«' + i)(n-i)'l 
= ~K2)* «(« + !) ("-■)' (« -2). 

= ~^Ç[57iHn4-i)(/i2-i)-6n(n*-i)](/i-i)5 

On peut de même calculer les autres fonctions symétriques, 
aux multiples près de A. 

Parlons toujours des groupes simples, et considérons les 
^2 = ^(p^n)^' Dans tout groupe autre que le premier, on a 
^2= Y< A^. Donc la somme des ^2 correspondants sera 

(T-i)cpiA2 = (cpj-çOA2, 
et le 52 du premier groupe sera donné par Téquation 

la dernière somme étant étendue à tous les piv^ distincts. 
Mais on a trouvé (page 208) 

Donc, pour le premier groupe, 

5,5î = (T — i)cp,A(|cp4-hcpj)A2; 
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pour chacun des ï — i autres groupes, 



Donc 



25,5j= j(T — I)«pi(p4 ^ 



Semblablement 



s\Si = (T — i)*cp{A*(|cp4-t- <pi)A2 (premier groupe), 
= «p}A^ (autres groupes); 

25Î5, = (T-i)2cpî(Jcp,-4-o,)A*-h(T-i)o3A* 

^(T-0?î[(T-i)Ç + ?,](fJ; 
et de même 

i:*Js, = (T-i)<pJ{i(T-i)î<p4+[(T-i)«-i]ç,| f-' ^, 

12 O 

= (2^?4-i-î?4?l-4-?l?2) (^j • 

Les résultats trouvés suffisent déjà pour former l'équation (i5 ), 
lorsque /i = 3. Ainsi, que l'on prenne l'équation 

qu'on y remplace k par 2 A, puis s par 2p, on aura 2*^^, En met- 
tant A au lieu de Ar et p au lieu de s, on aura tj^4 ; k^ devra être 

remplacé par — > k^ par -^ , A:^ par ( — ) > et il viendra 

Pour /i =: 5, il y a un coefficient non connu. On pourra écrire 

(s — 5k){s -h ky-^i^oL^ = o; 

k devra être remplacé par 4 A et s par 2t, où ^ = p V- H- p -^ - 

On aura ainsi 

(f — ioA)(f-l-2A)*H-aA = o 
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^3 



où, symboliquement, A2= g , A» = Ç , A^ = (jA\ A^ = fj 

A<* = l^j par exemple. 

II s'agit de déterminer le coefficient a. 

Dans ce but, nous prendrons le cas g2= o^ gz= i, qui offre 
des simplifications considérables. Le dernier terme s'j réduira à 
— 27a. Connaissant ce dernier terme, nous en déduirons a. 

Pour ^2 = o, ^3 = I , on a 

i}/2 = — p' = v/4p3 — ï, 

^* = P'(— 2P^-M0p3 -1- 1), 

^5=(4P^— OM^P^ — I0p3— i)_27p3(P^— I)^ 
= 5(p»2-,9p9_3p6^.5p3_l). 

('*' . A 

p ^ ) = ^ racines de l'équation 

a?* — iga?' — 3x^-\- Sa; — | = o. 
On a 

pM-i-p2w= 3pw— };- =p(w) 7^-7 

Le carré du produit des racines t est donc 

appliqué à tous les p racines de ^^ = o, c'est-à-dire 

5a7 H- I \3 



-KHi^y 



appliqué aux racines x de l'équation 

F(a7) = (4a7 — 1)2(2372 — loa? — i) — 2757(3? — i)^. 

Le carré en question est donc 



4 F(i) ^*M 
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Mais 

5^F(— \) = (4h-5)«(2-+-io.5— 52) — 27(n-.5)3 = — 5.36 
4*F(-î)=-27(i-4)'=36. 

On a donc — \( — 5)' ou 5* pour le carré demandé. Et main- 
tenant le produit lui-même est-il +5 ou — 5? On a la racine 

P ~~r + P '~P' réelle et positive , p -^ 4- p —^ réelle et néga- 
tive, et les autres imaginaires et conjuguées deux à deux. Le pro- 
duit est donc négatif; donc le dernier terme de l'équation en / 
est — 5. Ainsi 

— 27a = — 5, <x- = Tf 
et 

(^ — ioA)(«-h2A)8-f. j^A = o, 

en posant symboliquement A<^= ( ~ j • 

Il est à remarquer que le dernier terme, après développement, 
ne contient plus §2- 
C'est, en effet, 



(22. 3)3°' 33 

D'après le développement 

(x — 5){x -hiy= x^ — iSo;* — 4^x^ — ^5x^ — 24^ — 5, 

on. aura l'équation 

«6-l5.22^^*— 40.23 §<3— 45.2*/^^ V^« 
12 8 \I2/ 

12 8 \23/ 

OU 

<•- Sgif^- 4o^3«*- 5^1 fî- ^gtgzt- Sgl = o. 

(BrioschI; Comptes rendus, t. LXXIX, p. 1069.) 



Considérons l'expression 



f(—\ -i_^ 

'' \ n ) ~~ ^2û 



n 
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C'est une fonctîon algébrique de p — , g^, g^. Pour le prouver, 
que l'on prenne 

et qu'on y fasse w = — > on a 



a'(/i± i)a = o*! 2w=iz — ) = =b e a* — 



a* — = =i= e a* — 






Ainsi, les puissances n{n-^i) et n{n — 2) de/ — sont des 

fonctions entières. Par leur quotient, on conclut que la puissance 
4 Al est rationnelle. 

Prenons, d'autre part, ^«(w) pour w = — ; on a 

+;fî^)= lin. , '^.. ^r^(--^^)i-^-T^T • 

La puissance n^ étant ainsi rationnelle, on voit maintenant que 

la puissance 2/1 l'est aussi, en p — et p' —- Quant à p', on voit, 

par le changement du signe de w, qu'il n'y entre point. C'est ce 
qu'on voit aussi par cette considération, que i(n+\ et i/n contiennent 
en même temps ou ne contiennent pas le facteur p' , 

11 est donc établi que/^" est une fonction rationnelle de j3 — > 

de g2 et de g^. On pourrait prouver que le dénominateur (réduit 

à être indépendant de p — par le moyen de J^,i = o) se réduit à 

une puissance du discriminant; mais ce n'est pas utile. Ce qui 
importe, c'est que cette fonction rationnelle ne devient infinie 
pour aucune valeur des invariants g2 et g^ ; cela résulte immédia- 
tement de ce que/'*^'*+2^ =^ t|^„^.i est un polynôme entier en g2, gz? 

p — 9 p — } et que, d autre part, p — et p' — ne deviennent ja- 

mais infinis. 
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L'expression /^^ restant toujours finie, les fonctions cycliques 
correspondantes sont racines d'équations à coefficients entiers. 

(Le rapprochement avec la combinaison particulière -3— > rela- 
tivement au cas n = 2, doit être fait.) 

[On peut aussi employer la fonction analogue à -J— > savoir 



I 2(5 I 



= aQ-\- <Zipu-\- a^p'u -h ... H- a„-i p«-*M. 



Par l'analyse employée au Tome I, on voit que les coefficients a 
sont des fonctions entière? de p — et p' — avec un dénominateur 

commun tj^,,_ 4 f — )• En prenant la dérivée n}^^^ et faisant m = — , 



on aura 






oxif'^"^ exprimé rationnellement, avec le dénominateur '^n-\ ( ~~ ) ' 

comme nous l'avons aussi par le quotient i^^-] 

La fonction cyclique que l'on envisage , c'est le produit des 
fonctions y (ou un demi-produit) pour un groupe simple, composé 
ou cyclique. La puissance 2/1 de ce produit est une fonction ration- 
nelle cyclique ; mais on va reconnaître tout de suite que des puis- 
sances, d'exposant indépendant de /i, le sont aussi. 

A cet effet, s'il s'agit d'un groupe cyclique quelconque w^ a^v, 
a-w, . . . , on devra considérer 

Changeant successivement wp' en açv, a^^v, ... et faisant le pro- 
duit, on aura 
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Mais ces cycles spéciaux ne doivent pas nous arrêter, et nous 
devons surtout considérer le groupe simple et le groupe composé. 
Dans l'un et l'autre cas, il suffît de considérer 






où/? est premier avec w, et de faire le produit 



a La J 



On reconnaît ainsi que la puissance p- — i est une fonction 
entière. 

Il convient de s'arrêter ici quelque peu. 

Soit n impair et non multiple de 3 ; on pourra prendre succes- 
sivement/? = 2 et /> = 6, par exemple ; 

[n/(aw)p et [n/(a(v)]35 
sont fonctions entières et 

est rationnel. 

Ainsi I I /{oLiv) est une fonction cyclique pour /i = 6/db i. 
(C'est ce qu'on peut prouver aussi, avec Kiepert, par la formule 

(j3(v f(iw)^f(w) 

*^ ^ ((J(V(J2W)2 /(3W) 

qui donne dans ce cas, a et 3 étant premiers avec n, 

Mais chaque facteur est double au premier membre; donc 
TTy(a«^) est lui-même entier et rationnel.) 

Soit /i = 6/ -h 3. On peut prendre /? = 2, et 1 |/(a«^) sera 

entier et rationnel. 

Si /i = 6/=h 2, alors on pourra prendre/? -= 3, et 

•n/)'=n*.- 
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Mais I I ^3 est lui-même un carré, en sorte que [ 1 l/j est une 

fonction cyclique. 

Si /i = 6 /,/>* — I est (li\'isible par 24 ; ( 1 tf) est une fonction 
cyclique. 

Les mêmes choses ont lieu pour le groupe composé. 

En vue d'établir Téquation à laquelle satisfait la fonction 

F= I ly, examinons l'expression de cette fonction en produit, 

en partant de la formule de la page 216, et supposons qu'il s'agisse 
du groupe composé. 

En admettant que soit un allument du groupe, on 

aura les autres parla substitution de XA*, 'kk' kk et Xr', X étant suc- 
cessivement 1,2, . . ., /i — i, et l'on pourra prendre Ar'= 1 (si 
toutefois k' n'est pas nul). 
On aura ainsi 



A 






X=i— il — « " ^" ^g"^- ^\i-e « q-) 1 

fil i — q^P 11 i—q*P ] 

F P 

Mais 

Il e « ^« /=c" ^=« =e •* 

X=i 
car 

/if/i — i)(n — 2) . .n(n — n n(n^—i) 
= ~ (n — j) = ^^— 

De même 

qn\H ^=q "• =q «« - 
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En posant pour abréger e " (jr" = Q, on aura 

JjL_e " y"j=(i-Q)(i-Q')...(i-Q'*-0. 



X 

D'autre part, 

I — c " g "=1 — ^^e" q" J 



d'où 

nn(.-.^V"'^)-nn <-«->) 

^^1 A=l p=\ A-1 

m =: 70 m =■ ta 

JJd-Q"») JJCi-Q"') 

m= n m=/i 



JJi-Q«P JJ(i-y»/') 

On trouve de même 



/n = 00 



»= 00 X = /i — 1 

îAr)iir ^ 2X\ V-M- T-M- 

7rtr=l 



TT(«-Q"') 

■ ■ ■ B / îAr>iir • 2A\ •- ■ ■ ■ « 

p=^ 

Réunissant ces résultats, il vient 

00 

TT(, - Q«). 

I /(oA"-» -"•^'"•--1' . "'-■' • 



A- / ir I «' - 1 ) w» — . 

6n 



JJ(,_g,.p).« 



îitD 



Le groupe co , qui correspond k ii = -^—9 donne un autre résul- 
tat; il faut poser /»'== 0, A" = X. 11 vient 

îX/U sXiTC 



x=i L p=i p=i 



I — r rt ^îp 



I— q^P 
p=\ p=l 

X/t: /i — 1 

*7C = 1 



Le produit des facteurs ie ^ est i"~* e * ~ . Celui des 
facteurs i — e " est /i. Celui des facteurs i — e " g^P (p^^ 
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I _ q^np 



rapport à X ) est _ tu ' ^^ niême pour celui des facteurs 



îXiu 



I — e " q^P. On a donc 



I _ /wV"* tt(i— gr*'"»)* 



p=i 

Les circonstances relatives au cas q = o s'offrent ici sous un 
autre aspect que pour la fonction SptV/^; F^ reste fini, et Fo, 
F<, . . . , F„_i sont nuls. 

Avant tout, examinons le produit Fq F| ...F^. Les divers 
facteurs i — Q^ donnent pourA' = o, i, ...,n — i le produit 
i — Ç'P, quand p est premier avec n ; mais, si p est multiple de /i, 
tel que np', c'est (i —q-P')'^. 

Le produit I 1 (i — (7"^)> où/? est premier avec w, peut s'écrire 



On a donc 



00 



i-f) 



i\n{n—\) _ i'i:(n ^i ) {n — 1 )« w«-l 

e 



12 



FoFi . . . F„_i 



I I (l — ^2/>«)2(| _ ^2p)î«»-2rt-2 



et, en multipliant par tt» 



( — 1 i e 12 q 6 n 



FqFi . . . F,i_iF 



nin(n-i) e 



Y\{i-q^P) 



/ TT f ^ -H 1 1 ( W - 1 ) ' 
12 



2(//2-l) 



(-:) 



3 

2 -1. 



2(/»«-l) 



JJ(l-5r2/.)3 I 



2('»«— 1 ) 



= /lfc«(rt-l) e 



— m 



(« -4-1 If n — 1 i> 
12 



8/7 



/Â 



[t. I, p. 4o2, formule (29)]. 
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Si /i]>3 et non divisible par 3, — est toujours en- 



12 

71 — 1 



lier et pair, et t''^'* *^ = ( — * • ^^ ^ alors 



w — 1 , , 



(-1) ' . u 



U'-'-t-^ 



Au cas où /i = 2, 



— -=2e~A~* ou UU'U'=e"^A S 
11 r 

ce qui est d'accord avec I (p. 194)» et avec la remarque ci-des- 
sus, que F^ est une fonction cyclique. 

Au cas n = 3, ^p. = 'ie ^ A ^; c'est F^ qui est cyclique. 

La nature de F fait prévoir l'absence de certains termes dans 
l'équation 

F/n-i + ai F« -h aa F«-i -f- . . . + a„ F -h a«+i = o, 

f» — 1 
011 déjà nous connaissons a,/^< = ^^ A *^ . 

F est du poids |(/2 — 1), en sorte que cl^ est du poids > 

« 

c'est-à dire que a^ est du degré -> «•.2 et g^ étant des degrés 

2 et 3. 

Si dans a^ entre le facteur A, c'est avec un exposant m au plus 

égal à 

1 k(n — 1) 

6 i 

D'autre part, a/t contenant les produits kk/c des F, chacun de ses 
termes contient au moins A' — i facteurs Fq, F,, . . ., F,|_|, dont 

chacun a le facteur g ^^ . Donc a^ a le facteur g avec un expo- 
sant [JL^ ^ -, et, par conséquent, le facteur A avec l'ex- 
posant 

i _(A: — i)(/i2_|) 
- (X> • 

2 l'in 
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On a donc, si a^ n'est pas nul, 



:pm:p 

12/1 ^ ^ 12 



Par exemple, pour /i = 5, 

(k — i)(n'—i) k(n — i) 

* ■■■-■■ • - .^— ^^^ • 

lin 12 

k = i o 3 Un terme c^j. 

, _ ^ , i Le terme manque, puisqu'il n'y 

( a pas d entier entre f et f . 

X' = 3 i I Un terme c A. 

A- = 4 f 3 Manque. 

k = 5 I I Manque. 

k = 6 2 2 Un terme en A*. 

L'équation a donc quatre termes 

F6-h c^2FS-+-c'AF3-4- J A« = o. 

Pour donner de suite une idée du calcul, cherchons c et c'. Pour 
le premier, — cg2 est la valeur de F^ quand on a gr = o. Ainsi 

Mais 
donc c = — -.-. 

o 

Pour c', le terme en q^ ne peut provenir que de — F^SF^^Fa ; 
car les produits F^F^F/ contiennent q avec un exposant au moins 

ecral a 6 —t. — = -?■ • Or on a 



En appelant a, [3 deux racines de x^ — i == o, on a 



i:e'***'^=2aMo, 



. WTt / 2/l/TC 2A-/TT \ 
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Donc 
D'ailleurs 
Donc 
D'ailleurs 

Donc c'=^ 2, et l'équation cherchée sera 

On verra plus loin comment on peut passer de l'équation en t 
(^jjage 2i6) à celle-ci, comment aussi on forme l'équation du second 

degré qui, ^ ou F étant connu, donne p -= etp-^ • 

Pour n= 'j : 

n' — I k{n — \) Forme 

lin 12 des coefficients 

k = 2, ^ I C2 A 

A: =3 ; f o 

A- = 4 ^ 2 c^A» 

k = 5 V- I o 

A--() ^ 3 C5A3 

^=7 ¥ î . o 

X- = 8 V- 4 c«A* 



m. 10 
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III. 

PYagmcnts relatifs à la transformation. 



Au Tome I, page 323, on a trouvé les résultats suivants : 

y étant une fonction homogène, de degré p, des variables u, 
(0, w', si l'on pose 

^ t'irto' , , tir 

W = aa)r, û= y T.O) 7)0)= — , 

(0 2 

l'équation 

a pour transformée 

Soit, pour un instant, z=zytf(^v). Changeons u en nu, par 
conséquent i^ en iu\ Si jk=/(^) est solution de (A), alors 
Y=y(/iç^) est solution de 

D'autre part, :; r=y((;) cp(i;) étant solution de (B), 
sera solution de 

Donc, en posant 

on transforme (A') en (B'). Au lieu de n^, Y, Z, mettons v, j, z, 
et nous voyons que l'équation 

il) -^^-vD^-i-îV^2V^w2^ 
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se transforme en 
quand on pose 

Itzvo' , , iiz 

Il = 'iwf, 12 = > rw — r. tu — — > 

. to 1 

2/î-l-l 

y étant homogène et de degré p. 

Pour cette équation (i), on a vu (t. I, p. 328) qu'en posant 



et prenant x=^pu^ avec gi et ^3 pour variables, on a la Irans 
formée 



(3) 



p''S-"[^^»^'""^)^' "^^^'-^^ÇjS-'^'^^'^'-'^'^'^^^" 



Cette équation (3) est, en somme, une transformée de l'équa- 
tion (2), obtenue en posant 

2/7-1-1 

La lettre p désigne un nombre arbitraire, qui n'apparaît pa.^ 
dans Téqualion (3), et qu'on peut prendre égal à zéro, si l'on 
veut. Cela apparaît d'ailleurs dans le résultat, qu'on peut écrire 

-i _^ 

Comme l'opération D, faite sur A, donne zéro pour résultat, le 

facteur A *^ joue dans l'équation (3) le même rôle qu'un coef- 
ficient constant. On doit donc écrire simplement 

_ j. 

(4) / = e2VYJW^;»(Aajl2) 24(^j^)-V3. 
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S\y dans le premier membre de (3), on substitue x^y on obtient 
les termes suivants : 



45(5 — 1) 
(4v-6)5 

v(v — I) 



-^(4v-3)|?5 



J7*-* — ^3*(* — i)ar*-* 



= (25 — V) (25 — V -r- I )j:*-»-> -h 5(4v — 65 -h 3) ^ X*-> 

O 



Soit 5 un nombre entier, et substituons le poljnôme 

P — Ax*-»- Xix^-^ -':-. . .-t- A^-i^r +- A.V, 

où les A seront des fonctions de g-i et «^3. Le résultat sera 

A9(5)-h Ai^(5 — 1)-+-... - A,_, ©(1)-+- A^ç(o) 
— var'DA — vx*-»DAi — . . . — vj7DA.v_i — vDA^. 

Le coefficient de x*"* dans le résultat se compose des pailles 
suivantes : 

Ax + i(25 — 2X* — 2 — V)(25 — 'ik — I — v) 

-+-A>t_i(5 — A -hi)(4v-65H-6A-3)^ } ='H^')' 
— Aa_j(5 — A- -t- 2) (5 — A: -f 1)^3 — vDA^t 

Le poljnôme P satisfera à Péquation, si l'on a ^(A*) = pour 
les valeurs A' = — 1,0, i , . . . , 5. 

Pour k = — I , on a 

\ 

^{— l) = A( 25 — V)(25 — V -r- 1). 



V — I 



Ainsi les seules valeurs possibles de s sont - ou 

Le nombre v étant supposé entier, prenons pour s celle de ces 
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leux valeurs qui est entière; on aura ces autres équations 

O = ^(o) = Ai(25 — 2 — v)(25 — I — v) — vDA, 

o = iKi) = Aî(25~4-v)(25 — 3 — v)-i-A5(4v-654-3)^ — vDAi, 



o = ^(8 — 1) = A^v(v — i)h- A5_2.2(4v — 9)^ — CA^.s^s— vDA^_i, 
o = ^(s) = A,_,(4v - 3) Ç - 2 A,_2^3- vDA,. 



Il y a, comme on voit, s H- i équations, et il n'est pas permis de 
prendre A ad libitum. Mais de la première on peut tirer A|, 
DA|, D^Ai, . . . , D*A|, linéairement exprimés parDA, D^ A, . . . , 
D*+*A; puis de la seconde Aa, DA2, . . . , D^~* Ao, exprimés de 
même, etc., jusqu'à Tavant-dernière, qui donnera A, et DA^. 
Substituant ces valeurs dans la dernière équation, on aura une 
équation ^ = 0, linéaire en A, DA, ..., D*"'"*A. Si A est pris 
parmi les solutions de cette équation, on aura ainsi un poly- 
nôme P. 

L'équation ^ = apparaît comme étant aux dérivées partielles, 
avec les variables g2 et g^ ; mais, vu l'homogénéité, elle se réduit 
à une équation différentielle. Pour effectuer cette réduction, en 
supposant A homogène, on remplacera A par une inconnue homo- 
gène et de degré zéro, en multipliant A par une puissance de gi 
ou de gsj ou mieux du discriminant, et l'on prendra pour va- 
riable J, suivant la formule de la page 3i3 du Tome I. C'est donc 
une équation différentielle et linéaire, d'ordre 5 + i, qui fournira 
l'inconnue A. Ou bien encore, on peut envisager l'ensemble (5) 
comme un système d'équations différentielles linéaires , avec 
s-^ i inconnues et 5 -h i équations. 

Pour le moment, on se contentera d'observer un cas particu- 
'ier, celui où v est le carré d'un entier impair, v = n^. Nous sa- 
vons qu'on a la solution P==<]/;^(w), polynôme entier de degré 

? = j et dont le premier coefficient A est une constante. En 

-e cas, on le voit, l'équation ^ = o manque nécessairement du 
erme en A. 
A la page 829, Tome 1, on a transformé l'équation (3) en pre- 
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liant pour inconnue 

La iransformée est alors 

( _vDr,-f-(v— 3)(v — 4)a:^i= o. 

Si l'on substitue x^ dans le premier membre, on .trouve 

en sorte qu'on a, pour le coefficient de a''"^, dans le résultat de la 
substitution du polynôme, 

^A-f-l ( 2 /• — *>. A- -T- l — V ) ( 2 /' — ik ~-1 V ) \ 

-f- \^k-^{r- k H- i)(4 V - 6/- -1- GA- - 9) ^ = ^,(A-). 

- B>;._2(r - k - - 2)(r - A 4- 1)^3- vDBa- ) 

Les résultats sont tout semblables aux précédents, sauf que la 
condition 

donne 

V - 3 V — ^' 
/• = ou • 

2 '1 

Ayant ainsi choisi /•, on a un système de /•-}- i équations diffé- 
rentielles linéaires avec autant d'inconnues pour déterminer les 
coefficients du polynôme Q. 

Le cas particulier où v est le carré d'un entier pair donne lieu 
à cette observation, qu'il y a une solution où B est une constante. 

En résumé, on a : 

l - -f- I polynômes P, 

Si V est pair ' . 

i V — 1 

' I polynômes Q; 



•2 
V — I 



I polynômes P, 



Si V est impair.. .< 

i V — 3 

f h I polynômes Q. 
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On a donc, dans tous les cas, v solutions de l'équation (3), de 
r une des deux formes V{x) ou F(^) y/4^^ — g^x — gz* 

Premier exemple ; v = 2. 
On a 5 = I , 

Al— DA = o, 1^2 A — 2DAi=o. 

Or on a (t. I, p. 3i3), en supposant A homogène de degré 
zéro, 



,DA=4/3A«(J-,fj»'^. 



Posons 



il viendra d'abord 



A,=- iv/3 A«7J— i)M*B; 






puis, B étant aussi de degré zéro, 



D.,.(,^.!<,-„M]'j§-:-B[,-^,.i,]j 



En remplaçant g^ par (AJ)^> on a 



^ ^ R (—1— u- ^ \ - ^ 4 

d} \l[^]^\) ' 3J/ 2«.32J(J — 1) 



5 



de là l'équation 



d^x <;a r I 2 \ 5 

M- -rr — ; : -h ttt T-^-n—, r A = O. 



[2(J-I)"^3j) 



c/J2 di L2(J— I) 3J/ 26.32J(J— i) 

C'est précisément le type {Réduction des équations différen- 
tielles, p. 48) d'équations hypergéométriques 

d^_k /Ro Ri \dX G 

^J^'^VJ "^J— iy/^J"^J(J-i) ' 

avec 

Ro = iT — î Ri = f > G = t;(tï ) 
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intégrables afgebriqiiement (ici /? = 2, /?i = 3,/> = 4? M = 24). 
La solution consisle à poser 






et l'intégrale générale est 

A = — — ^ j{cp-^c'), 

p«(p^ — i)« 

c et c' étant des constantes arbitraires. 

Dans une étude approfondie, il j aurait lieu d'examiner l'ex- 
pression de p en fonction de J, le rôle du groupe fini, etc. Nous 
nous contenterons, pour le moment, d'un aperçu, fondé sur le 
calcul. 

Si l'on pose 

Y = p^ ~ 'i / /3 p2 -h I , Z = p* H- 9. i y/B p2 -4- I , 

on a 

p8.4. ijp*4_i=, YZ, i5iiv/3p2(p^ — i)«=Z3— Y», 

' de sorte qu'on a 



4Y3Z3 
~ (Z3— Y3)2' 


I-J -- 


/Z3-+-Y3y 

- \z^ Y3/ ' 


d'où résulte 






Z3 -h Y3 , 


Z 
Y 


(-r-') 



Par là on aura une équation du second degré en p^. 
Or il est visible que ceci revient à résoudre l'équation 

45» — ^2* --^3=0. 

Par la formule de Cardan, en désignant par 6 une racine cu- 
bique de l'unité, on a 

e, = -|î/z:^[ (v/^^_^o^ (v/r^-i)'} 
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Soit 
On a ainsi 



M-f^N OM-t-Ô^iN O^M^eJN 3x^ 3M 

Z _ M _ «ot-H 62ep-h e^y 
Y ~ N" ~ ë^-Tëëp ^' Pe~. ' 

Z-+-Y_ 2ea~«p— e^ _ 3^a _ P*-»- » 

d'où 

p* ^^^ p2 -h I = O, 



- 3^01-4- 9.\/(ea— eB)(ea— Cv) 

p2 = — ? 

_i_ ^ 3eot — 2v/(ga "g3)(ga--ev) 

p(p^-.) = p3 (p.-- Ij =. p3 4/(^--~g p^£^)^ 

^.p3-^'V^^-"P>^"«"^>)^^^--ÎL^^.p3(,^-eprh'; 
_i 

[I "1 6 _ 1 1 _ 1_ 

-p(p^-i)J =:p ^{e.~e^)^l 24 

Voici donc une valeur de A (où l'on peut négliger le fac- 
teur A"**") 

1, 

Une autre valeur sera A p. 
Comme on a 

3eoi~^ 2/. . . 

pk— — ± , 

6q[_ — 2 Y . . . 
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(l*Oll 

.1. 

3eGt-f- iy . . A 



f — 



3 Ça — '-^Z' • V 



celle seconde solution sera 

1 

Aa= [3ea-4- VC^a— ^?)(«a— «y)]*- 

Jl est intéressant de voir directemenl comment les combinai- 
sons linéaires de A^ et de A^ donnent Ao, A'p, Ay, A'y. Pour cela, 
simplifions d'abord. On a 



3^a— VC^a — ^§)(«a— ^y) = 2p--^-f-p 



0)' 



toa / a)a\ / l 









2 




Suivant donc les méthodes des pages 5i et suivantes du 
ïome P'', 

Par conséquent, 

c-hib — \\^ c — ib = k'i , 

c=i(Aâ-^A'o?), ^6=i(A5-A'a^), 

ia =^AaAa. 
Par conséquent, 

c±ia= -(Aa±: Aa)S 

.•(^^di.a)=l(Aa=i=.-A'a)S 
c'est-à-dire 

A^?, Ap=-^(Aa± A'a). 

V/2 

Ap Ay= --(Aaifcj'Aa). 
v/2 
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J 

En prenanl A = (c -f iby^ on a 

De Db 

A ~ c-r- Ib ~ c -- t7> 

/ De 

D6 

/> = v/e. — C'a, -^- — — 2ep, 

D A _ — ce r — ibe^ _ i c( b'^ — a^) -^ ib {a^ — c^) 
A 6 -:- /6 3 c -+- «6 

I c^— lic^b ->- icb^ — ib^ i, . ^ ., ,,. 

i c -\- ib 5 

— — - ( 3c/x — Mbc) — — (fji — t^c). 

De sorte que l'on a six polynômes, dont voici un 

p =. (^ ^. ibji [x - {e^-ibc)\, 

et qui sont tous exprimables par deux d'entre eux. 

La liaison avec la division des périodes par 4 apparaît ici par le 
calcul a posteriori, La théorie devra la faire apparaître a priori. 



Deuxième exemple .* v = 3. 

11 y a d'abord la solution ^i ^= i , par conséquent t = p'ii, 
Jl existe aussi des polynômes t de degré 5 = i, déterminés par 
les équations 

DA — 5iAi, DAi=-^2A. 

Le calcul est le même que précédemment, le même aussi qu'à 
la page 3i3 (t. I). Pour le recommencer sous une forme plus gé- 
nérale, soient 

DX^Y, DY^/n^aX. 

On posera 



ce qui donne 



Y= 4/3A6(J_,)2 J3Z, 
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On aura ensuite, Z étant de degré zéro en même temps que X, 

^ '^ ( r/J 2(J — 1) 3J 

i 
— //i/Ç'j X — m ( J A )* X ; 

r/Z Z 'jiZ mX 






rfj 2(J — g 3J 2^3J(J — 1)' 

^îX ^ r . I 2 ] ^ m X_ _ 

rfj* " [^(J-i) "^ 3jJ rfJ 2*.3 J(J — I) ~^' 

Nous avons déjà vu : 1" le cas Dw = — ar^, Dr, = ^g.^io^ ce 

qui, en posant Y =: — ar,, donne m = — -; 

5 
2" Celui correspondant à v = 2, qui donne m = — • 

Actuellement, en posant A =. 2X, nous aurons /?? = 1, 

2(T^^) "^" 3J j "^J — 2'».3.J(J — I) ~ ^' 
ou bien 

avec 

2 1 2 \ 1 2 3 / 

C'est encore un cas algébriquement inlégrable. 



Troisième exemple ; v =: 4- 

Ici encore, nous avons un polynôme /| = i, répondant à 
/ = p'u = — <J>2 ; P"îs trois polj'nômes t du second degré, ce qui 
va mener à une équation du troisième ordre. 

Puisque v = 4? «^ = 2, on aura 

2DA = Al, 

2DA1 =: ôAa-^- ^^2 A, 

20^2= —^2 Al — ^3 A. 
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En général, si l'on a 

DX= Y 

t>n posera 

Y r.- 4 v/3 A« ( J — lyj^jr = \y 

Z =: AÎ5; 

il viendra, suivant les calculs précédents, 

dS. _ 



9 



pu 



1S 



mais 



donc 



dy / \ ^ \ _ ^X 

dS "^ \2(J — I) "^ 3J/ -^ ~ ^ "^ 2*73J(J — I 

,^/dz 1 dX \ n . 



A2 '>.3(J— I)J' A3 26.33.(J— l)J2' 



dz V i al 8 y Y X 



L2(J — I) 3JJ " -iK 



dJ L2(J — I) 3JJ 2*.3(J — i)J •2«.3nJ — i)J2 

Sans éliminer, voyons les exposants auxquels X appartiect aux 
points singuliers : 

1° Pour le point J = o, ou pose X = J*4- XP"*"* + . . . , d'où 
Ton déduit 

y = sJs-^-h . . . , Z = s{s -i)J*-' + 

Substituant dans la dernière équation, et égalant à zéro le coeffi- 
cient du terme en P"', il vient 

o = s{s — }i){s — 1) -^~ is(s - - ^) ^ =^ si s — Dis — i). 

Les exposants sont donc o, |, * ; 

2" Pour le point J = i , on ])osc; X = ( J — i )*+... , d'où 

et la deuxième équation donne 

*(* — ï)(* — — o. 
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On a donc les exposants o, ^, i, si la condition subsidiaire 
(nécessaire pour la disparition des logarithmes dans l'intégrale 
relative à Texposant zéro) est satisfaite. 
Or, si Ton pose 

X = j -i- X(J — i)2h-. . ., 
on aura 

a 



y z=z 9.1{J — l)-4-..., 



— ^ • • • 7 



2*.:i(J — I) 



et en substituant ces valeurs dans la dernière équation, le terme 
en (J — i)~^ a son coefficient identiquement nul. La condition 
subsidiaire est donc remplie. 
3° Pour J = 00 , posons 

d'où 

»y z= s 3^'-^ -h. . . 

et, d'après la dernière équation 



{■'+i-^)hï)=^ 



3 2«.3« 

OU 



Dans le cas actuel, en faisant 



on a 



Donc 



Al = 2 Y, Ai = ^ Z, 



DA = Y, 

DZ==-^^,Y-|^3A. 



7 Q i3 3 

^=^4' ^^^8"' ^^=-4' 
£__a-+-p_3 I _ii 

3 ~T" - 3^' ''"^" i"ï'^~ 48' 
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et la dernière équalion en s devient 



S^-h - s'- ~ —s -— = (), 

dont les racines sont 

Il 9. I 

i\ i(\ 24 

présentant les différences |, ^, en sorte que l'intégrale algébrique 
n'est pas connue. 

Quatrième exemple : y =: 5. 
5 = 2, r = i. 

Trois polynômes /, deux polynômes /<. 
Pour les polynômes t^ on a 

6A1 — 5DA- o, 

2 . 1 1 
20 A2 H '■^— ^2 A — 5DAi = o, 



Posant 



on obtient 



•^^2^1 — 2^3 A — 5DA2 =0. 



A-X, Ai=^Y, A2=Az, 



DXr= Y, 

2. II 



DY = Z H- 



^^'^ 



2\3 



2 . 1 1 Q 2.17 2'*. 3 



> 



a-^p_ 59 i aH-p_ 3_ ,^_L^_lil' 



8 



2.3.52' 3 8 2.52' ^ 12 "^ 5 



2 



loi I 

2 22.52 2^.5^ 



équation dont les racines sont 



1 I I 

-, , — ou 

2 10 10 



I 


1 


2 


3 


h 


«) 


r ) 




2 




J 


5 
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L'équalion est donc iiitégrable par les fonctions de Vicosaèdre. 
Pour les polynômes /| , on a r = i , v = 5, 



?.Bi— 5DB = 0, Y ^ï^ — 5DB, = o. 



Si l'on fait 



on a 



2 



DB = Y, DY=5^r,5-sB. 



Ce sont les équations de la page 235, avec 



1 1 

m = 3—^ > 
3.d2 

d'où 

//i _ II _ * r * ï I 

~~ ~2Ki ~ ~ (•iî.S.S)* " '2*. 3. 5 L*^^^ "" 5 J 
On arrive ainsi à l'équation type de Ticosaèdre, 

Cinquième exemple ; v = 6, /' = 5 , 



6B, — 6DBr^o, - «s'iB — 6DB, = o. 

'2. 



Ici 



) 

//l — » 

12 

— //i _ - 5 _ I / I I \ 
et l'on arrive à la même équation que pour v = 2. 



Lien avec la théorie de la transformation. 

Les fonctions P sont paires ; les fonctions Qp' w sont impaires 
Les fonctions 



11^ 



z=e ^^ ^'^ (ja)v(Aa>»2)î*^ 



sont paires ou impaires. 
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i" Si V est impair et t =^P^ z est impair, et Ton a 

y -1 

z = Au -{-... [au facteur (Ato^î)-* près), 
a" Si V est pair et ^ = Qp' m, z est impair, , 

Qr- Bx ^ —...== Bw>-v-4-..., 

>3 = — sîBwH-... (au même facteur près). 

3® Si V est impair et ^ = Qp'w, z est pair, 

y- 3 

Q r-^ B^ 2 _.-...= Bm^-^' -h 

^= — aB -f . . . (au même facteur près). 

4'* Si V est pair et / = P, :; est pair, 

y 

P = A iP- - . . . — A w-^ H- . . . , 

^ = A -I . . . (au môme facteur près). 

Dans les deux cas où la fonction est impaire, on a ainsi une fonc- 
tion z impaire, ayant les racines 2/?ito + 7,m'iù'. En outre, le fac- 

leur e *^ a le multiplicateur e~-^^t^"'^"\ et {'^uy le multiplica- 
teur (— i)ve2vr,(a+wj . on a donc 

-3(p-^i)— — 5(^'), si y impair, 
z[{>-\~\)— z{v)\, si y pair. 

En conséquence, on aura 

(y impair), >3(v) = aisin ptt h- ag sin Spit -i-. . . , 
(y pair), ^{^) = ^^2 sinapii -+- a^ sin4t^7^ H- . . . . 

Pour le premier cas (v impair), soit 

_ — — iTTOJ 12 

q =e^^ , U = = - ; 

yio y 

réquation (2) montre que l'on a (t. I, p. 325) 

«2/»+!= Cin+\q^ ^ ^ . 

m. 16 
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Maintenant Ton doit avoir z = o pour u = ao)', c'est-à-dire 

p= -, sin(2n-f-i)P7r = i-. r^-v{î/i-Hi)_^v(î»+iî]. 

Ceci ne détermine pas entièrement les rapports des coefficients. 
MaisPcontient des arbitraires linéairement, et, si l'on en dispose de 

manière que z soit nul pour u = — > alors on trouve 



= k^Sy,q~^), 



k étant numérique, sauf un facteur d'homogénéité. 
Pour l'homogénéité, P étant de degré i, il faut mettre 






Conséquemment 



A:3r, y, ^>j= e-2vYja)»'-( Awi2)^ (<iw)v - . 



D'autre part, 



2(U 



011 A et T s'appliquent aux périodes 2(o, — 

Le premier coefficient de P est donc (en faisant u =• o) 

Telle est l'expression très remarquable des solutions de l'équa- 
tion difiqrentielle. 

On devra discuter, examiner s'il y a le nombre voulu d'inté- 

1 

grales. Mais en tout cas on devra prévoir que, dans les cas où [ ^ ] 

ne pourrait fournir toutes les intégrales, l'équation différentielle 
est réductible. 

La fonction z a aussi les racines 

4a)' 6a>' (v — i)(u' 
w= ) ) •••> ; 

V V V 
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donc 



Les séries à double entrée donnent le point de départ le plus 
simple pour la théorie delà transformation. 
Considérons les quantités 



20)' ^Gi' 2(v — 1)0)' 



et désignons-les par a. Soit 



On a 



(V = imd -{- %m' Cù' , 



2pâ)' ^ ,., 

Il — a — w =z u = 2mu> — A m b) 



2(m'v-f- p) «, 
= M — 2 mo) — O) 



= a — 2 ma) — 2n — • 

V 



Soient j)'^^, p'^ Uy ... les fonctions où les périodes sont au et 



2(1) 



— , on a évidemment 



a 

p" w = p' M -4-^p'(m — a), 

a 



Pour pu, il faut quelque précautions : 

p«-p«_2;p(«-«)=-2i+_22[i-(7T7iôî] 
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Donc 

ce qui résulte d'ailleurs de rintégration des formules précédentes. 
On a aussi celte conséquence 2j3'a==o. 
Seinblablemenl, 

^ ^ na'a 

p^/ étant fonction rationnelle de pu, il en est autant de pu — pc, 
dent les racines donnent immédiatement 



J)//_J)P z= (PW — P(')JJ 



PU-^PT. 



î^oit d'abord v impair. A la période 2(55' près, les quantités a 
sont deux à deux égales et de signe opposé. 

Soit 2 0) la période formant avec 2(0' un couple prunilif^ v\ 
soient e>., e^, e^ les valeurs des quantités pw, p(b', p(€j -\- €)'): 

^\j ^n ^u. celles des quantités 

j)to, p—=poy, p^to-4- -j =(p(oH-to). 

Posant dans la formule précédente v = (o, et remarquant que 
les quantités p((b — a) sont deux à deux égales [car p((ù-^ ^-**i j 

est égal a j3( w 4- 2 1 h de même que les quantités pa, il 



vient 



iuc - ex= (pu -e,.) 11^——-^^ , 

Q 9. (0 4w (V I)W 

V V V 



Posant V = (!)', et remarquant que les quantités p(w' — a) sont 
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de la forme pi — ) > s étant impair, et égales deux à deux , il 
vient 

pu — P -7- \ 

Enfin, en posant ^ = oj -|- w', on trouve de même 






^w'^""*» 



Multipliant et extrayant la racine carrée, il vient 
el, de même, 



3'XW 




^U 


â' u 


s'a -' 


^ u 





En supposant «^ = w, i; = w + w', on aura 

' «X — ejjL TT^x— p(w -^ w'— a) 



n 



ex— ejjL li Q— pa 



et, en supposant w = w, i^ = w'^ 



^X— ^v TT ^X— .P(w'— a) 



n 



ex— ^v AX ex— pa 

Multipliant, et utilisant la formule 

(ei'-pt)[ei—p{Ci-^t)]=:{ey—e^^)(e-^- ev), 
il vient 

{e\— e^) (ei— ey) _ -|-| (ex— ^u.) (^X- gy) 
(ex— g(i.)(.gX— ^v) ~ Il (ex— pa)2 

On obtient de même deux autres formules analosrues. Multi- 
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pliant, on obtient la valeur de 

(ex- e^^y^e^^ «v)«n«v- «x)«^ ' ^v 
sous la forme suivante : 



^ A I n(a'a)»« 



On voit par là que -r est une fonction algébrique des inva- 
riants , puisqu'elle est rationnelle , sauf les quantités algébri- 
ques J3a. 

Â 
Cette expression de -r peut être simplifiée par les remarques 

suivantes : 

Prenons les arguments a et, d'autre part , les arguments 2 a 



aw' 4û' 60)' 2(v — i)(ù' 

a = — y j — j • • • J y 

V V V V 

4(5' 8(5' 4(v — i)t5' 

2a = y y • • • j y 

V V V 

2(v-hi)(5' ^-,^2(5' 4(v — |)â)' ^^, , 2(V — 2)0)' 

= 2(1) -I j • • • 7 = 2(0 -H 

V V V V 



Ainsi, sauf des périodes, les quantités 2a reproduisent les a. 



Le quotient II — — se réduit donc à l'exponentielle 



V— 1 .-.rv— 1^, 2fi)',. .1 v-i .-,^,rv— 1 î/v— i\«n 



Mais 

o'2a 

c'a 

donc 



20'iaa's^^3^; 



v-i (v^i)(»v-n , 
2v-ina'iao',aa'5a = (— i) * e ^ 
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Delà 



Av (av-inCiaCjao'sa)* n(a'a)i2, 



A 



12 (V— l)(ÎV — 1)T|'Û)' 



-^^ tl» +«»+•• •^- IV- 1)»] 



= eê 2to 






Dans celle formule, on doil assigneï*à a les valeurs j3 el 2w'— p, 



P = ) J • • • 7 

I V V V 

D'ailleurs la fonction 






resle inaltérée par le changement de w en 2(0' — u\ donc 



ir=.n tprA'T, 



AV 

1 



(l)-'=.,„[,,.-&1 



(£Î^ = I). 



Naturellement ê| est arbitraire; mais on peut le fixer au mojen 

i_ 
d'une convention qui définisse A** d'une manière complète. Ceci a 

lieu si l'on prend la formule (t. I, p. 402) 

On peut vérifier le résultat précédent et déterminer la valeur 
de Êi par l'analyse suivante (où nous supposerons, pour fixer les 
idées, ô =: (0, ô = to'). 

Soient 






V — I 
2, . . . , 

1 

1 TTi'P iTrpw p 
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On a 

TT[, — Qî(/ V \ p)][, _Q».(/»v-p)] 

= — (i^-Q2p) 9 p = 1,2,3,.... 

n^' -?'")' 

En faisan t le produit des quanti tés analogues pour les divers p, on 
voit que les nombres p,/?v + p,/?v — p reproduisent tous les en- 
tiers positifs, sauf les multiples de v, et chacune, une seule fois. 
D'autre part 



V — t (V— O'v-i-li 



Donc, en multipliant le numérateur et le dénominateur par le 
produit 

il vient 
D'ailleurs 



^ 


0)' ~ 


ITZ 


a> 


'ItùUi' 


ftî' 


iiz 


ftî — . 



_ JL p. = _ ji:, pv_ i^L p, =. _ j?; p._ iziîï' L' , 

2 0) ' 2 0) ' âuHi) ^ 2ti> "^ O) V* 



4 

e 20) "^ = e 2a>' ^ q v*. 



i^P'-TT.-52r.P'.-^.["-— C-i-')'] 



— I le -'"' ■ q 



_J[L*8> - * v(v— i)(v-n i 

20)' " •» V* 24 



Donc 



-ir-w-/ ^' fi. \ //lA*'--^ l-v« rT(l-Q»^) 
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Mais 



1 



1 1 



DODC 



Ainsi 



l)"--"-^n(--*"") 



v_-2 

2 



Même démonstration autrement, en prenant 



auauel cas il faut faire 






q 



1 



A" =?'''(S7)' !!('-'/'") (^ = 2,4,6,...), 

o 0(j) L L i- 

V 

TT(l — <7"»^2)(i _ qnijs-2) 






JJ{l-g^n)2 



r[(r-^''^ep)(i-^'"9-P) 



= — '2Sin -^ 

71 V 



_ -n'- ft. 



TTTT(i — q'^^9) (i - ^'«e-p) 

Or, on a 



v-i v-1 ^' _!LP' 

e ^ —e ^' 



n ■ " f -n 



i 
1 

V — 1 



y- I 

/ 2 /, V 



— ( 1-1-2-1-.. .H — ) *--■- 



(,..,...,v-..^£ 
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D'ailleurs, p étant <^v, les facteurs asin — sont tous réels et 
positifs; donc 

D'autre part, 

v-l 

JT(i— ^'»ep)(i— ^'«o-p)==TT(i--^'»6p) 
p * 

i-^qin 

Donc on aura 

V i 



— » 1 i 1 



r/WV 
V — 1 / 7 \ 24 



Relations linéaires entre les diverses quantités A» ou A ^^. 

i 
On connaît déjà une expression de A® en série, savoir 



^' = ^i/^^' = (E)'^'('-3^'-^5^'-7? 



12 



..•) 



n—\ n* 



-) 2i^-^) ' t?' («==1,3,5, ...)• 

1. 

Uy a une expression analogue, pour A**, d'après la formule (t. I, 
p. 4io), 

qui donne 

Qo = (i-9')(i-g'*)(i-9«).... 
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Dans la formule 

%v = TT(i — q^P-'^z*) (i — grî/^-i^-î) (I — q^P) 
= \(-^i)PqP*z^P 



faisons 



q = a?», z^ = rr*, 



il vient 

qip-\z^ = x^P-*^ q^P-^z-^ = x^P-^y q'^P = x^p. 

Les nombres 3/? — i , 3/? — 2, 3/? forment tous les entiers pos- 
sibles. On a donc 



'W{i-xP)=^{-x)Px « , 



— 00 



formule due à Euler. 
Donc 



00 



A«*= ( — ) ^*2 V(_.i)p^p(3pH-lJ 

— 00 
1 00 (6/Î-4-1)» 



00 



20) aXo}' 



Cela posé, soit Ax le discriminant correspondant aux périodes 
et 2(1)', et soit 

iTC/tû }^\ iTtX 1 /TTC») 



V V 



On aura 



'>*=(5)'i<-' 



i7rX(6p + l)« (6/7 -»-!)« 



Pe V 12 ^ 



12 V 



'^*-(î.)'2<-> 



00 

n— 1 iTtX n* n' 

âT 7ie~ "v" * ^4V . 
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Pour les périodes - — et 2 (o on aura un dernier discriminant A 



*- * (6/J-+-l)«V 



î*-'(5)'2:(-'" 



12 



— s 
3 



n-1 n«V 



^'-(5)'2;(->'^«^^- 



Supposons d'abord v = 3. 

On se convainc qu'il n'y a pas de relation linéaire entre 



1 



les Ax et A*\ Mais considérons les expressions 



^•'-(^)'2(-'>^"^~^ "''?"' 



et faisons \ -- o, 8, i(i. Toutes les fois que n est premier à 3, la 



1 

--8 



somme des termes correspondants dans les trois Ax est nulle. Si n 
es! divisible par 3, ces termes sont égaux et s'ajoulent. Donc 



À:H-i:+Âî\--3(Â)*2(-')~3/.y 



n — \ 3ns 



n—\ J/|5 






Kn outre, soil A la somme des termes où n n'est pas divisible 
par 3, B la somme des autres/ abstraction faite du coefficient ex- 
ponentiel , on a 



t 

à": 


:-: 


Ah- 


B, 


1 


— ; 


OA 


B. 


1 


«i_ 


e^A-^ 


B. 



^^'=I.K 



Ou on oonolul 



t. i i 



IVllos sont les doux relations linéaires qui expliquent com- 
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i 

iTienl —T est solution d'une équation linéaire du second ordre à 

coefficients rationnels. 

Soit V un nombre premier impair quelconque, et prenons 

i ^ 

— - A = O, I, !2, . . . , V — I . 

Dans la suite des nombres impairs /?, distinguons : i" les mul- 
tiples de V désignés par Rq] 2" il v a ensuite résidus quadra- 

tiques J^i , ^2? • • • ? Pv -1 ? ce qui donne lieu à distinguer les nombres 

2 

/?i, n,^ ..., /iv-i? dont les carrés sont congrus a ces résidus 

t 
( mod. v). On aura ainsi 

i 

\ = Aq-t- Al -4- . . . -h Av-i , 



2 



«JlTT 



1 



6tTZ Q _'1L11« 



- 8 V 

A24 = Aq -h e Ai-f-...H-e * Av-i, » 



1 

8 
48 



2 



■A 



A.o =Ao-He Al 4- . . . H- e ' Av-i, 



j 

-8 



2 

fi(V-n/irQ, 6(V-1)lTC q 

p» V ' 1^ 



^(v— i}'2v= Aq-t- e Ai-+-...H-e A V— 1 , 

s 

d'où il résulte oar addition 



1 1 1 

-a —8 T» 



Ay -f- A24-h...-h A(v-i)n = VvA , 



puis, par élimination des A, v — ^- = —^ — relations linéaires 



1 



homogènes entre les A). Pour les obtenir, multiplions ces équa- 

tions respectivement par i , e ^ , <? ^ , . . . (y étant un non ré- 
sidu) et ajoutons-les ; comme il est certain que y — ^z n'est jamais 
nul, il viendra 



-8 T' T^ V ^78 

Aq -h ^ A2i-f-...H-e i^(v-i)2V 
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Ou trouvera de même (en remarquant que les nombres 6p H- i 
reproduisent tous les nombres possibles, aux multiples près 

de v) 



_1_ 



1 _i_ 



2 lit 



2/ir Y _!_ 



-:- e 



'Si 



— e ^ A(v-i)2V 



= o. 



Calcul des fonctions symétriques. 



9. ta 



Soient a, b, c, ... les p -^ d'une même classe, en nombre 



V — I 

'À 



; et 



les V + 1 classes. 
Posons 



On 



Cv » ^ y * * * ) 

^ii ^lï Cl» • • » 
î 

Ay^ ^V) ^V) ... 



TTj = aô -h 6c H- ca -h . . . , 
713 = abc -h a6é/ -♦-..., 

ï 

TCv — 1 = cibcd, . . 



A, As 



V I 



Ayant ici s = > la première équation (5) deviendra 



6 Al — vDA = o; 



d'où 



7:i = — 



vDA 
6A 



On a d'ailleurs 



27ri= o, 
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La deuxième équation donne ensuite 



5.4A2+ ^- L(v-f-6)C^A — vDA, = o 

'2 D 



OU 



d'où 



o = 5.iTZi-^-' î(v-i-6)Ç-f- -^DttiA 

'2 o A 

— aOTTj -^ (V H- 0) —--h VTUi -r hvDlTi 

2 o A 

V I £'• 

= 20712 H <^v-^6)^7; 67r? + vDiTi; 

2 o 



.. « • (VH-|)(V — i)(v — 6) 

12 



Soit 



on a 



et par suite 



a* -f- A* -4- c* -+-... = 52 ; 



rf = 52-4- -ATZi, 



,^ « v« (v-+-i)(v--i)(v -1-6) 

4211? — I02 5,-|- ^ ^^^2=0, 

* 12 



On peut déterminer 2^2 par le moyen de la fonction ^y. Remar- 
quons, en effet, que cette fonction satisfait à une équation aux 
dérivées partielles, toute semblable à (3), sauf le changement de v 
en v^. De plus, son premier coefficient X, correspondant à A, est 
une constante. En désignant par D^, II2, . . .. S^ S2, ... les sommes 
analogues à tîi, 7^2, • • •, ^i? ^2» • • •? on aura donc entre ces quantités 
des relations analogues à celles qui existent entre ces dernières 
quantités, sauf les modifications ci-dessus, 



puis 

et 
d'où 






. .TT (v2— l)(v2-i-6) ffi 

2 6 



o = Sj-h 2112 ; 



I0252= 1082= — 20112= ^^ £"• 

12 ° 
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Cl enfin 



^^^'= L — Ti ii J ^* 

(v — 0*v(v --- i) 



1-2 



^2 



L'équalion suivante est 



^'-3, , _, A", , (v— i)_(v-.3) 

\ 
ou 



7. 6 A3 4 _(vH-i2)— Al ^ -^^3 A — vDAj^ o 



V— 3 Cv--iVv--3) 

— J.OTS (v -I- I2)^j7ri ^3 H- UTTiTTs V U TZ^ = i> . 

1 4 

l*our ^vî ceci donne 

-7.603- î ^^ ! ^0.3 _;__(v2_i)(vî -h 6)^3=0, 

"^- 4:5^^ ^"^• 

Cela posé, on a 
ou 

TtJ — 3 TTi 712 -H 3 ~3 ~ '^3 , 
201:1 712 ^ ^''S'Ï^I — "TU'i H- VTTiDtTi = O, 

J ^ 

^''-■^)/ s ^- i)(v-3) 

— 12 713 ^ (v -+-12)^2 7^1-- -, -'^s-i-BTriTTs — vOTTs = o; 

d'où 

27rJ— 32:7:1712+32713 = 83= — -— ^3, 

4.0.0.7 

2027:17:2 — 627:} H i^3=o, 

,.^ rv-3)rv-i)(v-+-i) v(v« — i)(v— 2)(4v-+-3) 

4'2l7:3-h 627:17:2 ^3 '- —-^ i. ^'3 = 0, 

4 40 

Par ces trois équations, on trouve SttJ, S7r<7r2 et 2%. 
En poursuivant, on voit que SttJ, S7r'j*n:a, etc., s'expriment en 
fonction entière de g2 et ^3. 
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Méthode élémentaire. 
Soit a= — (v impair). On considère les arguments a, 



V — I 



2 a, . . . , a, et Ton forme la fonction 

?(w)=/(pw)= (pw — pa)(pa — p2a)(pa — p3a) ... 

V— 1 V— 1 V— 1 . 



= p2— TTip* -MTaP* — ... 
_ a'(a — w^o'Ca -h ï^) . . . a'(/)a — a) a'(/>a-j- a). . .. 
~" (a'a)v-ia'2a ... ^2^a ... • 

On a 

^^ = Ç(a-a) + Ç(aH-a)-+- ... -f-Ç(a-/?a) 

-r-Ç(M-^-/?a)-+-...— (v— l)Çw. 

Soit p = pa et posons w = ^ + e', e étant un infiniment petit. 
On a çp (p) HZ o, d'où 

?ï^0 ^ 0^(3)-4-£<(p)-4-... _ i , 1 ?'j(P) _^ 

<p(a) £cp'(P)^ie'cp*(?)^... £"*"2cp'(P) ■^••• 

J^(w — ^) = - + infiniment petit. 
Donc 

Il est clair que les arguments p, 2 P, [3 — a, [3 + a, ... repro- 
duisent, sauf des périodes, les arguments zh a, dz 2a, ... en sorte 
que Ton a pour résultat 2 A y* — vtj^. Quel est l'entier A? On a 
les arguments dont les rapports à a sont 



p, 2p, p— I, pH-1,..., — I, 2p-l-I, ..., — p), h 



/ V — l \ V — I 



II j en a donc — ; p qui sont négatifs, au lieu de ; donc 

k ^=^. 

Par conséquent 



111. 



2cp'(pa) |_ V ^ V V ;j 



'7 
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Maintenant 

• ?'(«)=/'(p)p', 

o'(«)=/'(p)p'»+/'(p)p', 

donc 

Maintenant on a 

Par conséquent, en posant p^ =: a el remplaçant p'^jî et p'-p 
par leurs valeurs on a 

//.v 1^ 2(2v — 3) ^ 4'' — 3 I fa ,, , 

(6) Da= -^ ^ a2— ^4; ^2—- 4n—\^^<^^ — ^'^<^ — Sz)' 

Sommant les équations analogues pour les diverses valeurs de 
p, et désignant par 5^,52, ... les sommes des puissances semblables 
des a, il vient 

^. 2(2V— 3) 4v— 3 

Pour trouver la somme du second membre, il faut développer 

___ _Ao^ + Ài + -4-... 

et la somme cherchée sera égale à X2. 
Soit 

f\^) _ [^ . 1^ . ifs . 

on a 

±(v — i)(v — 3) =fXo, 

|:(v — 3) (v — 6)7:1 = fXoTTi-hfxi, 

{(V— 5) (V — 7)7:2 = fXo7r2-l- î^lITi H- fX2, 



d'où 
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1-^0=^ i(v— i)(v — 3), 

|x, = — (v — 3)7:1, I 

jX, --..- _9^(v— 4)712 -i-(v— 3)7:î , 



et d'autre part 



X, = 4f^i , 

>^3 ==4Ft3--^2Ftl— ^3FtO, 

Donc 

r. / o (4v — 3)(v — I) 

- 4(v - 3)7:5 -- h^ - (V - 3)^î 
= - fa (^~ 0(^-^6)^2 -l-67:f —9.07:2. 

En multipliant l'équation (6) par a^~\ on aura 

A D 

- ^.|^) «^-^ ( 4 «^ -- gi ex - ^-j ) 

et en faisant la somme 

jD^/. = 2(9-V — 3)5A--H1 g 5A-1 — X/,+ ,. 

En divisant par x'^ et faisant la somme de A == i à A' = oc, on « 

^2-ÂF.. ="<'^"- ^^2--^ - -^ ^^2^ -2-T^- 

Or on a 

V Sk-\ _f'(x) 
1 

d'où, en intégrant de oc à jr, 

a» 
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Enfin 









el 



Donc 



2^ =-^(4x»--?.^-^.)->.^-^.- 



P/ _„/„,. ,^/^V v-i \ 4v-3^/' 



v_^,(,v-3)^_^. 



V — I \ 4v — 3 /' 



OU 



Par là on a toutes les équations récurreqtes. 

Si maintenant on détermine une constante A par la condilion 

V -r— = 6.Çi 



ot que Ton pose / = A/, on aura 



vD/ ^ vDr vDA , D/ 

7""" '^"^^ _--0..=v-- 



el si Ton fait en outre x =pf/, il viendra 

é(|uation déjà établie autrement. 

La même ana/yse abrégée, — Nous avons 

v/ ia)Da =f\a) |^2(2v - 3)a« - 1^^ ^-J 
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Considérons le polynôme 

on a 

[D/(^)].r=a +/'(«)!>« = D/(a) = D(o) = o. 

Ainsi <}i(a) = o, quelle que soit la racine a que l'on con- 
sidère. 

Donc ^(x) ^= /{a:)^{x), et il n'y a plus qu'à déterminer le po- 
lynôme 6(^). D'après les degrés connus de A(^) et de f{x)^ il 
doit être du premier degré. 

Nous déterminerons ses coefficients par la comparaison des 
deux termes de degré le plus élevé. 

Soit 

f\x) = rF« — TZxX'^-^ -h7rja7«-2 _ . . . ln= ~" j« 

Les termes des degrés les plus élevés dans ^{x) sont 
2(2v — 3)37^ [/ia7«-i — (/i — 1)111 a7»-2] 



ou 



(2v-3)(v~i) 
_(v_,)(v-3) 



xn^i _(2v — 3)(v— 3) 
+ (v~3)(v-5) 



TTi^F" 



Donc 



f{x) = v(v — i):r«+i — (v — 3)(v-+-2)a7«-f- ... 
= {x^^ — TZiX'^-^ -h . . . ) [v(v — i)x-i- 6iri], 
(a?) = v(v — i)x-{- 6tzi , 

et par suite 

^ ( (4^3-^,^_^3)/-^[^2(2V~3)^2_^^^^5]/'-vD/ 

( -i- [v(v — 1)07-1- 6ir,]/= O. 

Substituons dans cette expression la valeur de /(x) ; le coeffi- 
cient de ;r'*~*, égalé à zéro, donnera 

(2Â:-h3)(2/--h 2)irA:-hf -hïV(^ -M — 2^)(v -H6X:)7r>t-i^2 
(A) { /v — I ,\/v-i ,\ rv } =0. 

-h ( — ^ 4- 2 — Al ( -^ -f- I — Aj ^3TCA-2 -+- V DtTa — ÔTTiTTA: 
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Kn particulier, pour 

A: — o, S.aiTi — Gtci — o, 
(A,) A-^ I, 5.47r, -f- ^2(v — I)(v-^ 6)^4 — 6111 -hvDui = o, 

' — GuiTTj -h vDttî = o. 



Ces formules récurrentes permettent de calculer toutes les fonc- 
tions symétriques entières de iti, Twg, .... Supposons, en effet, cal- 
culées toutes les fonctions symétriques de poids /r, y compris 
celles où Ggurent des symboles D, en sorte que Htz^ soit de poids 
/• + I , et proposons-nous de calculer les fonctions symétriques 
de poids k+ i. 

Soit par exemple k = 3. On aura neuf fonctions inconnues 

3:(Dt[,)î, SttiDttî SiriD^TT,, 

<*l, pour les déterminer, on aura neuf équations linéaires obtenues 
comme il suit : 
Trois équations 

v(Ai)7r2=o, 2(Ai)irf=o, i:(Ai)D7:, = 

obtenues en multipliant le premier membre de l'équation (A| ) par 
les fonctions de poids 2, 7^2, itp Dit, et faisant la sommation. 
Les équations analogues 

I,(Xi)r.i=ro, 2D(Ai)T[, r-. o. 

L'équation suivante 

(A3) = o 

iléduite de A pour /r =: 3. 
Les équations 

lir2 D Tij H- Siti D TUj — D SitiiTa , 
22(D7ri)2-f- SiTiDî-iri rrr DîSttÎ. 

Enfin l'équation 

Mais ce sont des calculs atroces. 
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Voici une autre manière de procéder. En posant 

l'équation différentielle (7) peut s'écrire 

(B) { . 

D/ 
H-v(v — i)a?-t-6iri — v -y- =0. 

Considérons les divers facteurs y, ^i , . . . ,yi dont le produit fait 
•iiv=F(^), et posons -prr — ^=A; on aura 

jNous aurons pour F l'équalion analogue (en remplaçant v etit^ 
par v^ et o) 

[îv*— 3 1 DF 

2(272 — 3)372— i— p — ^2 A-4-v2(v2 — i):r — v2 -p- = 0. 

Faisons la somme des diverses équations (B), il viendra 

2(27-3)372— 11I1_^Ja + 7(72— I)a: — 7— = O. 

■fSi* . DF T .. 

biimmant -rr j on obtient 

r 

cp[(7 — i)A'— A2h- vSX2]-i-(7 — i)/'6a72— 1 ^, JA = o. 

72X2 = A2— (7 — 1)/' A'+ - 2- A^ 

On connaît ainsi 2X, 2X*. Si l'on peut obtenir également SX', 
SX* , . . . , on pourra former l'équation dont l'inconnue est X. 
Différentions l'équation (7) après l'avoir mise sous la forme 

?/'+ ¥ ?y - 4v (^«— 1 ^,)/'+ [7(7-1)37 + 67ri]/-7D/= o; 
il vient 

?/'"+! ?XH-icpV'-4v((372-l^,)/^ 

-+-[v(7-9)a7H-67ri]/'-h7(7 — i)/-7D/=o. 
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OU 



f D/" 

-+-[v(v — 9)r -h Gtti] -> + v(v— i) — V — ^ =o. 

L'équation primitive, multipliée par — ^> donne d'autre part 






Ajoutant, on a 






f f'D f 

— [v(v— O^-H-GiTilî^ -+-V '^ ^^' =0. 






ou bien 
ou 

ç[X'+(x«y]-i-cp'[|v+x«]-f-icp'x 

— 4v(a72— •|^j)X'— 8va7X -i-v(v — i) — vDX =o. 

Multipliant par X, il vient 

<p[i(X«)--iX''+|(Xa)'] + <p[|(X«)'+X»]+i<p'X» 

— 2V (a?»— i^j) (^')'— 8varX« + v (v — i)X — -DX* = o. 

En faisant la somme, multipliant par v et retranchant l'équation 
analogue pour A, on obtient 
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Soit 



et soil 

1 



pu =: Z = X -i- > 

^ J^ X» 



le développement de pu suivant les puissances décroissantes de x, 
on aura 

p'u = z'p'u — z'\/ô. 






^'.f- = 6x^ - (6p. + ■ ^,) +2 [ii "-')^^p"-'-6(" + ')?^] 



1 ^'^' 



.^^ n{n-i-i)pn 



1 

00 






1 

z''(f'^\z'o'=6x^-\-2pi — ^g2 

• / / w X (n— i)(9.n — îj \ 

_^y / '2(Al-f-l)(2/l-rl)p«+i ^^ g2pn-l \ !.. 

1 \ — (/l— 2)(n — l)^3Prt-H2 / 

6^2^— 2 ^2 = 6a?î-h lapi +2 6 (ap«-Hi -I- 2p,i_i p, -f- 2p,i_2p2-^ • . .) ^, ' 

1 

Identifiant ces deux développements de p" u, il vient 

2pl— 2^2= I2pi — i^2, 

d'où 

^2— ^2=20pi, 

puis une série de formules récurrentes pour les p. 
Pour 

71 = 2, 2.9P3 — |^2pl— 6pî =0, 

n = 3, 22.IIp4— 5^2P2— 2^3pl— I2pip2= O, 
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Les coefficients p, se calculent au moyen des sommes des puis- 
sances semblables des racines de/. 
On a, en effet, 

f 



/f\' I /' 



- V 



:F -4- ^ > ^ — T O > • — 2 5i . 



Le terme en x dans le second membre a pour coefficient 

V H- 45o— 65o= I (car5o= )• 

Le terme constant sera 

et, en général, le coefficient o^ du terme en — sera 
En particulier, 



Par les relations entre les si, on aura des relations entre les pi, 
et Télimination fournira des équations algébriques pour chaque p/. 
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Soient ai = pa, <72 = p a a, . . . , a^^^ = p -^^— a les racines de 
f{oc)y el soit 



•2 



12 = n(a/ — ai) 

•^ ■ V — I 



y = t-t-i 



'2 



Cherchons à déterminer Dû. 
On a 



DO yi Da/ - Da, , • ^ ., 

ô-=2 a,- a/ ^J>'^ 



Da, 



J^ ai — aj J ^ ^ 



Or nous avons trouvé 

(8) vDa,= s.(s.v- 3)a;- ^^ ^-,- o(«,)^^^ 

en posant, pour abréger, 

4a3— ^2« — ^3^ cp(a). 



D'ailleurs on a 



= 2 



/'(ai) Jmdai—a/c 
k 



y— 



Divisant Téquation (8) par ai — «y, et sommant par rapport 
à i et y, il viendra 

12 ^ ai — aj ^{cii — aj){ai— a^) \^<v 

/, / ^ /. A: 

Pour calculer la première somme, permutons-y les indices i 
et y et prenons la moyenne des résultats. Elle sera égale à 



'7 ». / 



^ 9.(2v — 3)^a/ 



v-3 



i 

= (2v — 3)(v — 3)^,. 
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Dans la seconde somme, nous distinguerons les termes où /r^/ 
de ceux où k=.j\ La somme des premiers sera (en permutant 
circulairement les indices) 

ou, à cause de l'identité 



K<U— aj){ai- -ak) ' (aj— ai){aj- - aji-) ' {ak— ai){ak— aj) 
3 ^(rt/ — ay)(a,--rtA-) 



= o. 



1 



Oi—aj 



ou, en permutant / et y et prenant la moyenne, 

j- 2(«/-+- aj-haji) r-. - i6V«/ = --4(v — 3)(v — 5)5i 

Reste à calculer la somme des termes où A* =j\ à savoir 



'. / 



Or on a, par le théorème d'addition, 



''4L at—aj J 

a/H- ay+ ai-,- = - — * — --i i- , 

4 L «I— «y J 



et, en ajoutant, 



I cp(a/) -+- o(aj) 

lai^i aj -h Ui^j -I- a/_y = - ■^——^ s-—^ • 

' '1 {at^aj)^ 

La somme cherchée est donc égale à 

— 2^(2a/-t- 'iaj--ai+j-\'ai-j) =^ — 12V a/ = — 6(v — 3)5i 
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On a donc enfin 

V -— - = [av — 3 — 4(v — 5) — 6] (v — 3)^1 = — (v — 3)(2v — ii)*]. 

Comparons cette équation à celle qui détermine A, 



On 



aura 



d'où 



V — r— = D^l. 



DA _ (y — H)(2v — II) DU ^ 



(V— S) (2V— 11 ) 

A = 12 « F(A). 



FIN DE LA TROISIEME PARTIE. 
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